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犌犘犛／犅犇犛单历元基线解算中随机模型的确定

陶庭叶１　王志平１　蒋俊儒１

１　合肥工业大学土木与水利工程学院，合肥市屯溪路１９３号，２３０００９

摘　要：相对于以往的经验随机模型和高度角模型，提出采用 Ｈｅｌｍｅｒｔ验后方差估计来确定ＧＰＳ／ＢＤＳ组合

系统单历元基线解算过程中来自不同系统、不同类型观测值的权阵。数据处理结果表明，Ｈｅｌｍｅｒｔ方差估计

模型更合理地确定了组合系统相对定位的随机模型，有效提高了单历元模糊度搜索的成功率及基线解算的

精度和可靠性。
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　　单历元基线解算可使ＧＰＳ／ＢＤＳ组合系统动

态定位发挥更大的优势［１］。在进行单历元基线解

算时，若仅用相位观测值，观测方程是秩亏的，故

通常会引入伪距观测值进行改善，从而在观测方

程中出现不同系统、不同类型的观测值。对于分

别来自ＧＰＳ和ＢＤＳ的伪距和载波观测值，其精

度不同，在平差处理中也应赋予不同的权值。以

往的组合系统相对定位中，常用的观测值随机模

型有经验模型、基于高度角的随机模型和基于信

号强度的随机模型。本文引入验后估计的方法，

根据预平差的改正数，重新确定来自不同系统、不

同类型观测值的随机模型。

对观测量确定合理的随机模型，可有效降低

各种系统残余误差的影响［２］，提高导航定位的精

度［３］。本文对实际观测数据进行处理，分析

ＧＰＳ／ＢＤＳ组合系统单历元基线解算中不同随机

模型对基线解的具体影响。

１　犌犘犛／犅犇犛组合系统单历元基线

解算

　　单历元基线解算的关键在于模糊度的准确搜

索。在计算中，仅利用相位观测值时观测方程是

秩亏的，可以引入伪距观测值来解决。但伪距观

测值精度低，方程浮点解的精度不高，导致单历元

模糊度搜索难度较大。针对这一问题，本文采用

文献［４］中的方法缩小模糊度搜索空间，提高模糊

度搜索的稳定性。

１．１　双差宽巷模糊度固定

因为宽巷观测值波长较长，模糊度易确定，可

以先结合ＧＰＳ伪距和两系统的宽巷观测值进行

最小二乘平差，再搜索宽巷观测值的整周模糊度。

ＧＰＳ伪距双差观测方程可表示为：

犆＝ρ
ＧＰＳ
＋［犾

ＧＰＳ 犿ＧＰＳ狀ＧＰＳ］·［δ犡δ犢δ犣］
Ｔ
＋ε犆

（１）

ＧＰＳ载波相位宽巷双差观测方程可表示为：

φ
ＧＰＳ
Ｗ ＝ρ

ＧＰＳ
＋［犾

ＧＰＳ 犿ＧＰＳ狀ＧＰＳ］·［δ犡δ犢δ犣］
Ｔ
－

λ
ＧＰＳ
Ｗ ·犖

ＧＰＳ
Ｗ ＋ε

ＧＰＳ
Ｗ （２）

ＢＤＳ载波相位宽巷双差观测方程可表示为：

φ
ＢＤＳ
Ｗ ＝ρ

ＢＤＳ
＋［犾

ＢＤＳ 犿ＢＤＳ狀ＢＤＳ］·［δ犡δ犢δ犣］
Ｔ
－

λ
ＢＤＳ
Ｗ ·犖

ＢＤＳ
Ｗ ＋ε

ＢＤＳ
Ｗ （３）

式中，犆为ＧＰＳ伪距双差观测值，φ
ＧＰＳ
Ｗ 、φ

ＢＤＳ
Ｗ 分别

为ＧＰＳ的犔１、犔２ 和ＢＤＳ的犅１、犅２ 载波组成的双

差宽巷观测值，ρ
ＧＰＳ、ρ

ＢＤＳ分别为ＧＰＳ和ＢＤＳ双差

几何距离，［δ犡δ犢δ犣］为流动站坐标改正值，

［犾ＧＰＳ犿ＧＰＳ狀ＧＰＳ］、［犾ＢＤＳ犿ＢＤＳ狀ＢＤＳ］分别为测站至

ＧＰＳ和ＢＤＳ卫星的方向余弦之差，λ
ＧＰＳ
Ｗ 、λ

ＢＤＳ
Ｗ 分别

为φ
ＧＰＳ
Ｗ 和φ

ＢＤＳ
Ｗ 载波宽巷波长，犖ＧＰＳ

Ｗ 、犖
ＢＤＳ
Ｗ 分别为

φ
ＧＰＳ
Ｗ 和φ

ＢＤＳ
Ｗ 载波宽巷整周模糊度，ε犆、ε

ＧＰＳ
Ｗ 、ε

ＢＤＳ
Ｗ 分

别为各观测方程的残差项。

组合系统双差伪距和宽巷载波观测方程为：

犞犆

犞ＧＰＳ
Ｗ

犞ＢＤ

熿

燀

燄

燅Ｗ

＝

犅ＧＰＳ ０ ０

犅ＧＰＳ犐·λ
ＧＰＳ
Ｗ ０

犅ＢＤＳ ０ 犐·λ
ＢＤ犛

熿

燀

燄

燅Ｗ

犡

犖ＧＰＳＷ

犖ＢＤＳ

熿

燀

燄

燅Ｗ

＋

犔犆

犔ＧＰＳＷ

犔ＢＤＳ

熿

燀

燄

燅Ｗ

（４）
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式中，犞犆、犞
ＧＰＳ
Ｗ 、犞

ＢＤＳ
Ｗ 分别为观测值犆、φ

ＧＰＳ
Ｗ 、φ

ＢＤＳ
Ｗ 的

改正数，犐为单位阵，犡 为坐标改正向量，犅ＧＰＳ、

犅ＢＤＳ为坐标改正向量的系数矩阵，犔犆、犔
ＧＰＳ
Ｗ 、犔

ＢＤＳ
Ｗ

分别为双差伪距、双差载波相位与双差几何距离

之差。

当观测方程个数不少于未知数个数时，可进

行最小二乘求解：

犢＝－犖
－１犝 （５）

其中，犢＝ 犡 犖ＧＰＳ
Ｗ 犖ＢＤＳ［ ］Ｗ

犖＝

犅ＧＰＳ ０ ０

犅ＧＰＳ 犐·λ
ＧＰＳ
Ｗ ０

犅ＢＤＳ ０ 犐·λ
ＢＤＳ

熿

燀

燄

燅Ｗ

Ｔ

·

犘

犅ＧＰＳ ０ ０

犅ＧＰＳ 犐·λ
ＧＰＳ
Ｗ ０

犅ＢＤＳ ０ 犐·λ
ＢＤＳ

熿

燀

燄

燅Ｗ

犝 ＝

犅ＧＰＳ ０ ０

犅ＧＰＳ 犐·λ
ＧＰＳ
Ｗ ０

犅ＢＤＳ ０ 犐·λ
ＢＤＳ

熿

燀

燄

燅Ｗ

Ｔ

犘

犔犆

犔ＧＰＳＷ

犔ＢＤＳ

熿

燀

燄

燅Ｗ

犘为权阵，可根据３类观测值的精度来确定，本文

采用经验，按高度角和验后方差估计来确定。

在计算不同随机模型下宽巷模糊度的搜索空

间［５］时，用高斯整数迭代法生成整数变换矩阵犣，

对实数解模糊度珦犖 和模糊度协方差珟犙 进行去相

关处理：

珦犖Ｚ ＝犣·珦犖 （６）

珟犙Ｚ ＝犣·珟犙·犣
Ｔ （７）

模糊度的搜索空间为：

（犖Ｚ－珦犖Ｚ）
Ｔ·珟犙

－１
犣 ·（犖Ｚ－珦犖Ｚ）≤χ

２
（８）

式中，犖犣为待定的整周模糊度，χ为χ
２
分布的置

信系数。

由于伪距观测值精度低，经最小二乘解出来

的宽巷模糊度浮点解精度差，模糊度的搜索空间

大，增加了模糊度的固定难度。本文采用分组逐

步固定模糊度，先选择方差较小的模糊度组成主

模糊度组（大于３个），并得到主模糊度组的实数

解和协方差阵，采用ＬＡＭＢＤＡ方法对主模糊度

进行解算［６］。当主模糊度组固定为整数向量后，转

化成精度较高（相对于伪距观测值）的距离观测值，

回代双差观测方程。用固定的这部分宽巷模糊度

更新观测方程，可以改进所有的参数，包括从模糊

度组参数，求得从模糊度实数解及其方差。再使用

ＬＡＭＢＤＡ方法，得到从模糊度组的固定解，进而将

宽巷模糊度组合固定下来。

１．２　双差犔１、犔２、犅１、犅２ 模糊度固定

双差宽巷模糊度固定后，双差宽巷观测值、

犔１ 和犅１ 观测方程为：

犞ＧＰＳ
Ｗ

犞ＢＤＳＷ

犞犔１

犞犅

熿

燀

燄

燅１

＝

犅ＧＰＳ ０ ０

犅ＢＤＳ ０ ０

犅ＧＰＳ λ犔１·犐 ０

犅ＢＤＳ ０ λ犅１·

熿

燀

燄

燅犐

犡

犖犔１

犖犅

熿

燀

燄

燅１

＋

犔ＧＰＳＷ ＋λ
ＧＰＳ
Ｗ ·犖

ＧＰＳ
Ｗ

犔ＢＤＳＷ ＋λ
ＢＤＳ
Ｗ ·犖

ＢＤＳ
Ｗ

犔犔１

犔犅

熿

燀

燄

燅１

（９）

式中，犞犔１、犞犅１为双差观测值犔１、犅１ 的改正数，

λ犔
１
、λ犅

１
为载波犔１、犅１ 的波长，犖犔１、犖犅１为双差观

测值犔１、犅１ 的整周模糊度，犔犔１、犔犅１为双差观测值

犔１、犅１ 的常数项。采用与式（４）相同的方法进行

最小二乘解算，得到犔１、犅１ 的双差模糊度实数解

及协方差阵，再对模糊度进行分组逐步固定。

犖犔１、犖犅１准确固定后，犔２、犅２ 的双差模糊度犖犔２、

犖犅２为：

犖犔２ ＝犖犔１－犖
ＧＰＳ
Ｗ （１０）

犖犅２ ＝犖犅１－犖
ＢＤＳ
Ｗ （１１）

２　犌犘犛／犅犇犛组合系统观测值随机

模型的确定

２．１　经验随机模型

在经验模型中，观测值之间的权比按伪距的码

元宽度和载波波长来确定，并认为观测值间相互独

立。如ＧＰＳ中的ＣＡ码码元宽度为２９３．０５ｍ，按

测距精度为码元宽度１％计算，其测距精度为

２．９３１ｍ。按载波测距精度为１％周，由犔１、犔２ 和

犅１、犅２ 形成的宽巷观测值φ
ＧＰＳ
Ｗ 、φ

ＢＤＳ
Ｗ 的波长分别

为０．８６２ｍ和０．８４７ｍ。式（４）中有３类观测值，

于是犘可设成如下形式：

犘＝

犘１ ０ ０

０ 犘２ ０

０ ０ 犘

熿

燀

燄

燅３

（１２）

式中，犘１ 设为单位阵，犘２＝
２９３．０５

０．８６２
·犘１，犘３＝

２９３．０５

０．８４７
·犘１。

２．２　基于高度角的随机模型

经验模型中，同一系统的同类观测值精度相

同。而在实际中，不同卫星因高度角不同，受到的

与传播路径有关的误差也不同。在基于高度角的

随机模型中，卫星高度角越小，观测值受各种误差

的影响就越大，精度越低。通常用正弦函数来计

算各个非差观测值的方差：

σ
２
＝犪

２
＋犫

２／（ｓｉｎ（ｅｌｅｖ））２ （１３）

０５６
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　　例如，对于 ＧＰＳ系统双差相位观测值的方

差协方差阵可表示为：

犇ＧＰＳ＝

σ
２
犇犇１ 犚２ … 犚２

犚２ σ
２
犇犇２ … 犚２

… … … …

犚２ 犚２ … σ
２

熿

燀

燄

燅犇犇狀 狀×狀

（１４）

σ
２
犇犇犻 ＝ （σ

狉
犳）
２
＋（σ

狉
狌）
２
＋（σ

犻
犳）
２
＋（σ

犻
狌）
２ （１５）

犚２ ＝ （σ
狉
犳）
２
＋（σ

狉
狌）
２ （１６）

式中，σ
２
犇犇犻为双差观测值的方差，犚

２ 为协方差，

（σ
狉
犳）
２ 为固定站参考卫星非差观测值的方差，

（σ
狉
狌）
２ 为流动站参考卫星非差观测值的方差，

（σ
犻
犳）
２ 为固定站第犻颗卫星非差观测值的方差，

（σ
犻
狌）
２ 为流动站第犻颗卫星非差观测值的方差。

北斗系统双差相位观测值的方差协方差阵可用

相同方法确定。

２．３　验后方差随机模型

由于最小二乘残差能够较好地反映定位系统

观测值的统计特征，而赫尔默特验后方差估计正是

利用预平差的改正数犞，按验后方差估计各类观测

量验前方差，合理确定两个系统观测值的权阵［６］。

在式（４）中有３类观测值犆、φ
ＧＰＳ
Ｗ 、φ

ＢＤＳ
Ｗ ，设它

们的权阵分别为犘１、犘２ 和犘３，误差方程为：

犞１ ＝犃１^犡－犔１ （１７）

犞２ ＝犃２^犡－犔２ （１８）

犞３ ＝犃３^犡－犔３ （１９）

且有下列关系式：

犔＝

犔１

犔２

犔

熿

燀

燄

燅３

，犞＝

犞１

犞２

犞

熿

燀

燄

燅３

，犃＝

犃１

犃２

犃

熿

燀

燄

燅３

犘＝

犘１ ０ ０

０ 犘２ ０

０ ０ 犘

熿

燀

燄

燅３

犖＝犃
Ｔ犘犃 ＝犃

Ｔ
１犘１犃１＋犃

Ｔ
２犘２犃２＋犃

Ｔ
３犘３犃３ ＝

犖１＋犖２＋犖３

犠 ＝犃
Ｔ犘犔＝犃

Ｔ
１犘１犔１＋犃

Ｔ
２犘２犔２＋犃

Ｔ
３犘３犔３ ＝

犠１＋犠２＋犠３

则残差平方和犞Ｔ
１犘１犞１、犞

Ｔ
２犘２犞２ 及犞

Ｔ
３犘３犞３ 和σ^

２
０１、

σ^
２
０２及σ^

２
０３的关系为：

σ^
２
０１

σ^
２
０２

σ^
２
０

熿

燀

燄

燅２

＝犛－１

犞Ｔ
１犘１犞１

犞Ｔ
２犘２犞２

犞Ｔ
３犘３犞

熿

燀

燄

燅３

犛＝

狀１－２ｔｒ（犖
－１犖１）＋ｔｒ（犖

－１犖１）
２ ｔｒ（犖－１犖１犖

－１犖２） ｔｒ（犖－１犖１犖
－１犖３）

ｔｒ（犖－１犖１犖
－１犖２） 狀２－２ｔｒ（犖

－１犖２）＋ｔｒ（犖
－１犖２）

２ ｔｒ（犖－１犖２犖
－１犖３）

ｔｒ（犖－１犖１犖
－１犖２） ｔｒ（犖－１犖２犖

－１犖３） 狀３－２ｔｒ（犖
－１犖３）＋ｔｒ（犖

－１犖３）

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆
２

（２０）

　　根据计算出来的σ^
２
０１、^σ

２
０２及σ^

２
０３再重新定权：

犘^犻 ＝
σ^
２
０１

σ^
２
０犻犘

－１
犻

（２１）

定权之后重新平差，直至σ^
２
０１＝^σ

２
０２＝^σ

２
０３。本文迭代

终止条件为｜^σ
２
犻－^σ

２
犼｜≤０．００１（犻，犼＝１，２，３；犻≠犼）。

３　实例分析

为研究以上３种随机模型对单历元基线解算

的具体影响，本文先分析３种随机模型的模糊度

搜索空间大小和模糊度搜索的成功率。模糊度搜

索失败的可能原因有：确定的搜索空间内没有真

值；观测值中含有粗差；模糊度搜索空间过大，出

现多极值；搜索空间内有真值，但真值未通过犉

检验［８］。

文中先对一条零基线观测数据进行基线解

算。该基线在２０１３０８２８用ＧＰＳ／ＢＤＳ双星接收

机测定，历元采样率为１０ｓ。取１０００个历元进

行解算。本时段中，对６颗ＧＰＳ卫星（卫星号３、

６、１３、１６、１９、２７）和６颗ＢＤＳ卫星（卫星号１、２、３、

７、８、１０）进行持续观测，共有１０个双差模糊度，得

到实数解后选择方差较小的５个双差模糊度为主

模糊度组。根据式（８）计算的模糊度搜索空间如

表１所示。

表１　不同随机模型下宽巷模糊度的搜索空间大小

犜犪犫．１　犜犺犲狊犲犪狉犮犺狊狆犪犮犲狊犻狕犲狅犳狑犻犱犲犾犪狀犲犪犿犫犻犵狌犻狋狔

犪犫狅狌狋犱犻犳犳犲狉犲狀狋狊狋狅犮犺犪狊狋犻犮犿狅犱犲犾

随机模型 经验模型 高度角模型 Ｈｅｌｍｅｒｔ模型

分组后主模糊度空间 ３２７６８个 １６８０７个 ７７７６个

分组后从模糊度空间 ７７７６个 ３２１５个 １０２４个

从表１可看出，不同的随机模型对组合系统

单历元模糊度搜索成功率的影响不同。与经验模

型和高度角模型相比，采用 Ｈｅｌｍｅｒｔ模型来确定

观测值随机模型，模糊度搜索的空间最小。表２

列出了应用不同随机模型进行单历元模糊度搜索

的成功率。

表２　不同随机模型单历元模糊度搜索成功率

犜犪犫．２　犜犺犲狊犲犪狉犮犺狊狌犮犮犲狊狊狉犪狋犲狅犳狊犻狀犵犾犲犲狆狅犮犺犪犿犫犻犵狌犻狋狔

犪犫狅狌狋犱犻犳犳犲狉犲狀狋狉犪犱狅狀犿狅犱犲犾

模型 经验模型 高度角模型 Ｈｅｌｍｅｒｔ模型

总历元数 １０００ １０００ １０００

失败历元数 ３４ １７ １１

成功率／％ ９６．６ ９８．３ ９８．９
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　　从表２看出，经验随机模型未考虑不同卫星

信号传播过程中不同误差的影响，其模糊度搜索

成功率最低。Ｈｅｌｍｅｒｔ方差估计随机模型合理地

确定了组合系统中不同系统、不同类型观测值之

间的权比，其最小二乘解的残差反映了观测值的

精度，提高了模糊度搜索的成功率。

为分析本文３种观测值随机模型对组合系统

单历元基线解算精度的影响，分别给出３种随机

模型下，单历元基线解的基线长偏差（基线长真值

为０），如图１～３。

图１　经验随机模型基线向量犡方向偏差

Ｆｉｇ．１　Ｂａｓｅｌｉｎｅｖｅｃｔｏｒ犡ａｘｉｓｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｅｘｐｅｒｉｅｎｔｉａｌ

ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｍｏｄｅｌ

图２　高度角随机模型基线向量犡方向偏差

Ｆｉｇ．２　Ｂａｓｅｌｉｎｅｖｅｃｔｏｒ犡ａｘｉｓｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｅｌｅｖａｔｉｏｎ

ａｎｇｌｅｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｍｏｄｅｌ

图３　Ｈｅｌｍｅｒｔ随机模型基线向量犡方向偏差

Ｆｉｇ．３　Ｂａｓｅｌｉｎｅｖｅｃｔｏｒ犡ａｘｉｓｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆＨｅｌｍｅｒｔ

ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｍｏｄｅｌ

从图１～３中可看出，忽略未正确固定模糊度

的历元，Ｈｅｌｍｅｒｔ模型、高度角模型求解的单历元

基线偏差均小于经验模型，其中 Ｈｅｌｍｅｒｔ模型基

线偏差最小。

为统计基线解的精度，表３列出在忽略模糊

度固定失败情况下不同随机模型单历元基线解的

均值和方差。

表３　不同随机模型单历元基线长的均值、方差

犜犪犫．３　犜犺犲犿犲犪狀狏犪犾狌犲犪狀犱狏犪狉犻犪狀犮犲狅犳狊犻狀犵犾犲犲狆狅犮犺狏犲犮狋狅狉

犾犲狀犵狋犺犪犫狅狌狋犱犻犳犳犲狉犲狀狋狉犪犱狅狀犿狅犱犲犾

基线解 经验模型 高度角模型 Ｈｅｌｍｅｒｔ模型

基线长度均值／ｍｍ ５．４ ２．３ １．７

基线长度方差／ｍｍ ７．９ ３．５ １．３

从表３看出，不同的随机模型对单历元基线

解的均值和方差均有不同的影响。由于是零基

线，基线长均值可反映基线解的外符合精度。３

种随机模型中 Ｈｅｌｍｅｒｔ模型外符合精度最高，其

次为高度角模型。基线长方差反映了单历元基线

解的内符合精度，３种随机模型中经验模型的方

差要明显大于高度角模型和 Ｈｅｌｍｅｒｔ模型，

Ｈｅｌｍｅｒｔ模型的方差要略小于高度角模型。

４　结　语

为拓展ＧＰＳ／ＢＤＳ组合系统在动态定位中的

应用，本文研究了组合系统单历元基线解算中的

模糊度固定方法，采用分组逐级固定的方法。实

际处理结果显示，成功率达到９６％以上。针对组

合系统单历元基线解算中出现的来自不同系统、

不同类型的观测值，以及如何确定最小二乘平差

中观测值权阵的问题，本文提出采用 Ｈｅｌｍｅｒｔ验

后方差估计的方法，并对比以往常用的经验模型

和高度角模型。结果显示，Ｈｅｌｍｅｒｔ模型能较合

理地确定来自不同系统、不同类型观测值之间的

权比，无论是单历元模糊度搜索成功率还是基线

解的基线长偏差，均小于经验模型和高度角模型。

文中对信号易遮挡地区（如城市峡谷、山区）

的组合系统单历元基线解算未有研究，对于不同

模型的具体影响有待进一步研究。
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