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几种坐标转换计算方法的比较
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摘　要：分析最小二乘配置模型在小角度坐标转换中的应用；运用实验分析最小二乘模型、改进的布尔莎模

型以及多元总体最小二乘模型在任意旋转角度坐标转换中的应用，并分析尺度因子和旋转角对坐标转换的

影响；证明多元总体最小二乘可以高精度地实现任意尺度因子、任意旋转角度的三维坐标转换。
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　　坐标转换广泛应用于大地坐标基准转换、摄

影测量解析空间坐标旋转变换以及工程测量独立

坐标系换算等领域［１２］。文献［３７］研究了非线性

坐标转换的解法，文献［８］将最小二乘配置应用于

二维坐标转换，文献［９］通过最小二乘迭代计算解

决任意角度三维坐标转换的问题，文献［１０１１］将

改进的布尔莎模型应用于三维坐标转换，文献

［１２］将多元总体最小二乘方法引入坐标转换，文

献［１３１７］也对总体最小二乘、多元总体最小二乘

的解法进行了研究。目前关于坐标转换的研究主

要是新的算法，或是对一些算法进行改进以及坐

标转换方法的具体应用，缺少对较常用方法的比

较与分析。同时，对于尺度因子和旋转角度对坐

标转换的影响缺少相关研究。

　　本文首先将最小二乘配置推广到三维小角度

（秒级）［１８］坐标转换，并分析公共点数目较少时的

坐标转换方法。同时运用改进的布尔莎模型、最

小二乘迭代以及多元总体最小二乘，对任意旋转

角度的坐标转换进行解算并比较，分析尺度因子

和旋转角度对转换精度的影响。

１　小角度坐标转换的最小二乘配置

模型

　　三维坐标转换模型为：
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其中，［犡犅，犢犅，犣犅］
Ｔ 为新坐标系统中的坐标，

［犡犃，犢犃，犣犃］
Ｔ 为 旧 坐 标 系 统 中 的 坐 标，
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Ｔ 为平移量，ω犡 、ω犢 、ω犣 为欧拉角。

当旋转角度较小时，犚＝
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故式（１）可转化为：
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其对应的矩阵表达式为：

犔＝犃犡＋Δ （４）
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式中，犔＝
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按最小二乘原理，可求得：

犡＝ （犃
Ｔ犘犃）－１犃Ｔ犘犔 （５）

　　式（５）即为小角度坐标转换的最小二乘解法。

考虑未模型化部分的影响，在式（４）加入改正项

犛，即只对邻近点有系统影响的信号，可得：

犔＝犃犡＋犛＋Δ （６）

式（６）即为三维空间直角坐标转换的最小二乘配

置模型（ＬＳＣ）。式中，

犛＝ 犛犡
１
犛犢

１
犛犣

１
… 犛犡犿 犛犢犿 犛犣［ ］犿

Ｔ

犡＝ 犜犡 犜犢 犜犣 ω犡 ω犢 ω犣［ ］犿
Ｔ

其中，犿 为新旧坐标系中公共点个数。由文献

［８］可推得犿个公共点的协方差阵：
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Σ犛 中的元素采用高斯正定函数求得：
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其中，犱为两坐标点之间的距离。拟合式（８）：
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σ（犱犻）、犱犻（犻＝１，２…，狀）的求法见文献［８］。由式

（９）按最小二乘解得σ
２
犛（０）、犽

２ ，然后代入式（８），

可求得Σ犛 中各元素的值。由于噪声向量Δ各分

量随机独立，且各分量的方差相等，可知：
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由文献［８］可求得σ
２
Δ ，从而解得ΣΔ 。又

Σ犔 ＝ΣΔ＋Σ犛 （１１）

根据最小二乘原理，对式（６）进行求解，可得：

犡＝ （犃
Ｔ
Σ
－１
犔犃）

－１犃ＴΣ
－１
犔犔 （１２）

　　实际中经常遇到两坐标系统公共点较少的情

况，上述解法便不再适用。文献［８，１９］提出直接

确定σ
２
犛（０）、犽

２ 的方法，即假设信号占主要地位，

不考虑噪声方差，直接用残差的方差代替信号方

差［１９］。

应用文献［２０］中的某地公共点在两个坐标系

下的空间直角坐标真值（表１），分别应用上述方

法和最小二乘方法对转换参数及转换精度σ进行

求解。当犚＝ｅｘｐ（－犽
２犱２ｍａｘ）＝１０

－２０ 时，坐标转

换中误差σ稳定在０．０２６２（表２）。

表１　公共点坐标

犜犪犫．１　犆狅犿犿狅狀狆狅犻狀狋犮狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊

点号 犡犃 犢犃 犣犃 犡犅 犢犅 犣犅

１ －２０６６２４１．５００１ ５３６０８０１．８８３５ ２７６１８９６．３０２２ －２０６６１３４．４８９６ ５３６０８４７．０５９５ ２７６１８９５．５９７０

２ －１９８３９３６．０４０７ ５４３０６１５．７２８２ ２６８５３７５．７２１４ －１９８３８２８．７０８４ ５４３０６５８．９８２７ ２６８５３７４．６６８１

３ －１８８７１１２．７３０２ ５４６８７４９．１９４４ ２６７７６８８．９８０６ －１８７０００５．１７１４ ５４６８７９０．６４８７ ２６７７６８７．２６８０

４ －１８０８５０５．４２１２ ５５１２５０２．２７１６ ２６４２３５６．５７２０ －１８０８３９７．７２６０ ５５１２５４２．０９２１ ２６４２３５４．４５５０

５ －１８４７０１７．０６７０ ５５７３５４２．７９３４ ２４８３８０２．９９０４ －１８４６９０９．００３６ ５５７３５８２．６５１１ ２４８３８０１．６１４７

表２　不同犚下的坐标转换中误差

犜犪犫．２　犕犲犪狀狊狇狌犪狉犲犲狉狉狅狉狅犳犮狅狅狉犱犻狀犪狋犻狅狀狋狉犪狀狊犳狅狉犿犪狋犻狅狀狌狀犱犲狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋犚

犚 １０－１０ １０－１３ １０－１５ １０－１７ １０－２０ １０－２３ １０－２５

σ ０．０２６２５６ ０．０２６２２４ ０．０２６２１３ ０．０２６２０６ ０．０２６２０１ ０．０２６１９９ ０．０２６１９９

　　由此说明，上述方法并未改进坐标转换的精

度。因此，对表１中坐标计算的残差向量，可不考

虑信号的影响，直接利用方法较简单的最小二乘

解算。

２　任意旋转角度坐标转换算法比较

在近似值犡０（ｄ犡０，ｄ犢０，ｄ犣０，狌０，ω犡０，φ犢０，κ犣０）

处对式（１）Ｔａｙｌｏｒ展开，狌＝犿＋１。根据文献［９］

求取七参数改正值，然后进行迭代计算，直至参数

改正值满足某一限差时停止迭代，从而求出任意

旋转角度的坐标转换参数。迭代初值犡０ 可由式

（５）求得。

由式（１）可知，如果已知旋转矩阵犚和尺度

因子犿 ，就可求出平移参数。文献［１０１１］提出

８９６
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改进的布尔莎模型，运用罗德里格矩阵求出犚的

近似值，再进行迭代计算，最终求出转换参数。

为避免矩阵线性化引起的误差，可根据多元线

性回归分析原理直接解算旋转矩阵，并将两套坐标

系统的坐标重心化，建立多元总体最小二乘模型

（ＭＴＬＳ），采用文献［１５］的方法解算转换参数。

为比较上述方法的转换精度，选取８个被转

换坐标系的坐标点（表３），按照设计的转换参数

求解目标坐标系下的坐标值。对两坐标系下的坐

标加入０．０１ｍ 的随机误差，以模拟实际坐标。

运用 ＭＡＴＬＡＢ对各方案进行转换参数的求解，

并计算坐标转换中误差σ。设计的转换参数为：

犜犡＝１００ｍ，犜犢＝１２０ｍ，犜犣＝２１０ｍ，其他见表４。

表３　公共点坐标

犜犪犫．３　犆狅犿犿狅狀狆狅犻狀狋犮狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊

点号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

犡／ｍ １０００ １０００ １０００ １０００ －１０００－１０００－１０００－１０００

犢／ｍ １０００－１０００ １０００－１０００ １０００－１０００ １０００－１０００

犣／ｍ １０００ １０００－１０００－１０００ １０００ １０００－１０００－１０００

表４　坐标转换参数

犜犪犫．４　犆狅狅狉犱犻狀犪狋犻狅狀狋狉犪狀狊犳狅狉犿犪狋犻狅狀狆犪狉犪犿犲狋犲狉

旋转角

尺度因子

ω犡
／（°）

ω犢
／（°）

ω犣
／（°）

ω犡
／（°）

ω犢
／（°）

ω犣
／（°）

ω犡
／（°）

ω犢
／（°）

ω犣
／（°）

１０ ２０ ３０ １ ２ ３ ０．１ ０．２ ０．３

０．００１ 方案Ａ１ 方案Ｂ１ 方案Ｃ１

０．９２ 方案Ａ２ 方案Ｂ２ 方案Ｃ２

２．５ 方案Ａ３ 方案Ｂ３ 方案Ｃ３

　　表５中，从方案 Ａ１到 Ａ２，旋转角度相同，

尺度因子增大，ＬＳ迭代的坐标转换中误差σ增

大，故其坐标转换精度降低；从方案 Ａ１到 Ａ２

再到 Ａ３，旋转角度相同，尺度因子增大，改进

Ｂｕｒｓａ以及 ＭＴＬＳ的坐标转换精度都降低。对于

方案Ｂ１、Ｂ２、Ｂ３以及方案Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３也可以

得到相同的结论。从表５纵向看，从方案 Ａ１到

Ｂ１再到Ｃ１，尺度因子相同，旋转角度减小，ＬＳ

迭代、改进Ｂｕｒｓａ以及 ＭＴＬＳ的坐标转换中误差

σ减小，其坐标转换精度提高。对于方案 Ａ２、Ｂ

２、Ｃ２以及方案Ａ３、Ｂ３、Ｃ３也可以得到相同的

结论。故平移参数固定时，坐标转换精度随尺度

因子和旋转角度的减小而提高。

在尺度因子较小时（尺度因子为０．００１的方

案），最小二乘迭代可达到与多元总体最小二乘几

乎相同的转换参数。在尺度因子较大时（尺度因

子为２．５），最小二乘迭代无法实现转换参数的求

解，这是因为最小二乘迭代的初始值与真值的偏

差随着尺度因子的增加而增大。受此影响，解算

结果不正确或不收敛。

由表５可知，多元总体最小二乘（ＭＴＬＳ）可

以实现９种方案的坐标转换。对比各方案中每种

算法的坐标转换中误差σ，ＭＴＬＳ的坐标转换精

度比改进Ｂｕｒｓａ及ＬＳ迭代更高，故多元总体最

表５　坐标转换解算结果

犜犪犫．５　犆犪犾犮狌犾犪狋犲犱狉犲狊狌犾狋狊狅犳犮狅狅狉犱犻狀犪狋犻狅狀狋狉犪狀狊犳狅狉犿犪狋犻狅狀

方案Ａ１ 方案Ａ２ 方案Ａ３

ＬＳ迭代 改进Ｂｕｒｓａ ＭＴＬＳ ＬＳ迭代 改进Ｂｕｒｓａ ＭＴＬＳ 改进Ｂｕｒｓａ ＭＴＬＳ

犜犡／ｍ ９９．９９６８０６ ９９．９９６８０６ ９９．９９６８０６ ９９．９９４６７３８ ９９．９９４６７３８ ９９．９９４６７３８ １００．０１０３９ １００．０１０６４２

犜犢／ｍ １１９．９９３２４１ １１９．９９３２４１ １１９．９９３２４１ １２０．０００１８５ １２０．０００１８５ １２０．０００１８５ １１９．９９０７５５ １１９．９９０５５

犜犣／ｍ ２１０．００４８２２ ２１０．００４８２２ ２１０．００４８２２ ２０９．９９６６５４ ２０９．９９６６５４ ２０９．９９６６５４ ２１０．００８６４９ ２１０．００８６７

ω犡／（°） １０．００４９０１８ １０．００４９２１２ １０．００４９０１８ １０．００５０２４ １０．００３８１２１ １０．００４５４６９ １０．０００２７１５ １０．００４６０５８

ω犢／（°） ２０．００７３９８９ ２０．００７４８７９ ２０．００７３９８９ ２０．０１１６８２５ ２０．００２６４１１ ２０．００７５９６ １９．９９９８２４３ ２０．００７５６７

ω犣／（°） ３０．００１６９０１ ３０．００１６８５３ ３０．００１６９０１ ３０．００５５１６２ ３０．０００４４８１ ３０．００１４７７９ ２９．９９９９８３６ ３０．００１５０１３

犿 ０．００１０４３７２ ０．００１０４３７２ ０．００１０４３７３ ０．９２００７８７ ０．９２００７８７１ ０．９２００７８７４ ２．５００００４８９ ２．５００１４５９３

σ ０．１３９２６８７１ ０．１３９２７５１ ０．１３９２６８７１ ０．３１１３８６０２ ０．３０３４０８７３ ０．２６８３７９５８ ０．６８８３４５０５ ０．５０４３６８８３

方案Ｂ１ 方案Ｂ２ 方案Ｂ３

ＬＳ迭代 改进Ｂｕｒｓａ ＭＴＬＳ ＬＳ迭代 改进Ｂｕｒｓａ ＭＴＬＳ 改进Ｂｕｒｓａ ＭＴＬＳ

犜犡／ｍ ９９．９９９２１８５ ９９．９９９２１８５ ９９．９９９２１８５ ９９．９９８３６０ １００．０１３３７６ ９９．９９８３６ ９９．９９６６８３９ ９９．９９６６８１３

犜犢／ｍ １２０．００５５３７ １２０．００５５３７ １２０．００５５３７ １２０．００４１１８ １２０．００９９３５ １２０．００４１１８ １２０．０１１２４ １２０．０１１２３７

犜犣／ｍ ２１０．００６１５９ ２１０．００６１５９ ２１０．００６１５９ ２１０．００２１８５ ２０９．９９６２６５ ２１０．００２１８５ ２１０．００９７８８ ２１０．００９７８４

ω犡／（°） ０．９９９９１９１４ ０．９９９９７７０８ ０．９９９９１９２ １．０００４６３７５ ０．９９９７７０７４ １．０００２５６５１ １．００００７７６４ １．０００１９２２６

ω犢／（°） １．９９９６７０１７ １．９９９６５５２ １．９９９６７０２ ２．０００３３１６５ １．９９９４０１６５ １．９９９８８６７４ ２．０００３０４０１ １．９９９９９１３

ω犣／（°） ２．９９９９８３８４ ３．０００００９１２ ２．９９９９８３８７ ３．００１１０１７３ ２．９９９１８１２５ ３．０００４５１０３ ２．９９９７６３０７ ３．００００８１８３

犿 ０．００１００３４８ ０．００１００３４８ ０．００１００３４８ ０．９１９９９５６ ０．９１９９９８９ ０．９１９９９５６ ２．５０００１９０４ ２．５０００１３６５

σ ０．０１１６１１２９ ０．０１１６４８８ ０．０１１６１１２９ ０．０３４２１４９８ ０．０３００８５０５８ ０．０２５６７２３８ ０．０４７７２１６２ ０．０４１２５３８７

方案Ｃ１ 方案Ｃ２ 方案Ｃ３

ＬＳ迭代 改进Ｂｕｒｓａ ＭＴＬＳ ＬＳ迭代 改进Ｂｕｒｓａ ＭＴＬＳ 改进Ｂｕｒｓａ ＭＴＬＳ

犜犡／ｍ ９９．９９６１３１６ ９９．９９６１３１６ ９９．９９６１３１６ １００．０１８０８１ １００．０１８０８１ １００．０１８０８１ １００．００６１２５ １００．００６１２５

犜犢／ｍ １２０．００２１５５ １２０．００２１５５ １２０．００２１５５ １１９．９９１４３ １１９．９９１４３ １１９．９９１４３ １２０．００７０３９ １２０．００７０３９

犜犣／ｍ ２０９．９９６４１１ ２０９．９９６４１１ ２０９．９９６４１１ ２０９．９９４６１２ ２０９．９９４６１２ ２０９．９９４６１２ ２１０．０２０５８２ ２１０．０２０５８２

ω犡／（°） ０．０９９６５８９５ ０．０９９８１００９ ０．０９９６５８８９ ０．１００１８３７８ ０．１０００８２３５ ０．１００１６１８ ０．１００５３９４７ ０．１０００４８５

ω犢／（°） ０．１９９９４６３６ ０．２０００８８０９ ０．１９９９４６４ ０．２００２３８５７ ０．２００２００６２ ０．２００１９４４ ０．２００４３９４４ ０．２００１２２１

ω犣／（°） ０．２９９９６１５７ ０．２９９７６８４１ ０．２９９９６１５７ ０．３００１６２５１ ０．２９９７４１４４ ０．３０００９６５６ ０．２９９８４２２３ ０．３００００５９１

犿 ０．００１００２４６ ０．００１００４９３ ０．００１００２４６ ０．９１９９９９７６ ０．９１９９９７９１ ０．９１９９９９７６ ２．５００００４３３ ２．５００００２６８

σ ０．０１０１９９７１ ０．０１１２９１５６ ０．０１０１９９７１ ０．０１５８４６０２ ０．０１６５５００７ ０．０１５６７８２４ ０．０４５９５９２６ ０．０３３９２８８

９９６
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小二乘可以高精度地实现任意尺度因子、任意旋

转角度的三维坐标转换。

３　结　语

１）在三维小角度坐标转换中，最小二乘配置

模型既考虑偶然误差的影响，又考虑信号的影响，

模型更加合理。对于存在似系统误差的实际坐

标，理论上转换精度更好。而一般的大地基准变

换多为小角度变换，故建议采用最小二乘配置模

型。实际中，当公共点数目较少时，难以对协方差

函数进行拟合。需要综合分析信号和噪声对残差

的影响效果，以便选择恰当的方法。

２）最小二乘迭代可以实现任意旋转角度的三

维坐标转换，迭代次数随着旋转角度的增加而增

加。尺度因子较小时，最小二乘迭代可以实现高

精度的坐标转换，但最小二乘迭代不能实现较大

尺度因子的坐标转换。

３）改进的布尔莎模型可以实现任意尺度、任

意旋转角的坐标转换，转换精度与最小二乘迭代

相差不大。

４）多元总体最小二乘也可以实现任意尺度、

任意旋转角的坐标转换，转换精度比改进的布尔

莎模型和最小二乘迭代更高，且转换效率更好。

该方法既考虑了控制点的两套坐标都有误差的情

况，又考虑了系数矩阵存在误差的问题，模型合

理，但计算过程较复杂。
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