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扩展的Helmert型方差分量估计的通用公式
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摘 要:基于概括函数模型,从 Helmert型方差分量估计原理导出处理同类观测值包含多个方差分量的估计

公式,即扩展的 Helmert型方差分量通用公式,并给出其简化通用公式及特殊情况。
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  尽管目前方差-协方差分量估计的方法众

多[1-12],但大多数方法都假定每类观测值仅含1
个方差分量或仅估计单个方差分量。刘长建等[4]

提出扩展的Helmert型方差分量估计,但其公式

推导是基于间接平差的。本文基于概括函数模

型,从每类观测值仅含1个方差分量扩展到每类

观测值含有多个方差分量出发,推导出扩展的

Helmert型方差分量估计的通用公式,并给出其

特殊情况和简化公式。

1 概括函数模型

概括平差函数模型是间接平差、附有限制条

件的间接平差、条件平差和附有参数的条件平差

的统一,其一般的函数模型为[3]:

F
c×1
(̂L,̂X)=0

Φ
s×1
(̂X)=0 (1)

式中,L 为观测值向量,X 为参数向量,c为一般

条件方程个数,s为限制条件方程个数。如果式

(1)是非线性的,按泰勒公式展开为线性形式,则
概括函数模型的线性形式为:

A
c×n

V
n×1

+B
c×u

x
u×1

+W
c×1

= 0
c×1

(2)

C
s×u

x̂
u×1

+Wx
s×1

= 0
s×1

(3)

式中,n为观测值个数,u为参数个数,且满足r+
u=s+c,r为多余观测数,系数矩阵的秩分别为

R(A)=c,R(B)=u,R(C)=s。设随机模型为:

Σ
n×n

=σ20Q=σ20P-1 (4)

式中,σ20 为单位权方差,Q 和P 分别为观测值的

协因数阵和权阵。根据最小二乘原理,在VTPV

=min的条件下构造条件极值方程为:

Φ =VTPV-2KT(AV+B̂x+W)-

2KT
s(Ĉx+Wx) (5)

式中,K 和Ks 分别对应于式(2)和式(3)的联系

数。将式(5)分别对V 和x̂ 取偏导并令其为0,再
和式(2)及式(3)联立可得:

x̂=-(N-1
BB -N-1

BBCTN-1
CCCN-1

BB)We-
N-1

BBCTN-1
CCWx (6)

V =-QATN-1
AA(W +B̂x) (7)

式中,

NAA =AQAT,NBB =BTN-1
AAB,We =

BTN-1
AAW,NCC =CN-1

BBCT (8)

联系数K 的求解详见文献[13],参数向量x̂和常

数项W 的协因数阵为:

QK =N-1
AA -N-1

AABQ̂x̂xBTN-1
AA (9)

Q̂x̂x =N-1
BB -N-1

BBCTN-1
CCCN-1

BB (10)

QW =AQAT =NAA (11)
应用协方差传播定律,由式(7)可得V 的方差

阵为:

ΣV =QATQKΣWQKAQ (12)

式中,ΣW 为常数项W 的方差阵,且由式(11)
可知:

ΣW =σ20QW =σ20AQAT =Aσ20QAT =AΣAT

(13)

根据文献[1]中二次型的期望公式E(xTAx)=
tr(AΣxx)+μT

xAμx,顾及E(V)=0可得:

E(VTPV)=tr(PΣV)=
tr(QKNAAQKΣW)=tr(QKNAAQKNAA)σ20(14)
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2 扩展的 Helmert型方差分量通用
公式

  假设推导的函数模型和式(2)、(3)一致,但不

同于式(4)的随机模型,将式(4)的随机模型根据

文献[13]扩展到一般的随机模型:

Σ=

Σ1
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⋱
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(15)

假设观测值向量L 含有k 类独立的观测值L1,

L2,…,Lk,即
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︙
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,A= [A1
c×n1

,A2
c×n2

,…Ak
c×nk

]

(16)

Σ1,Σ2,…Σk 为各类观测值的方差阵,且假设每类

观测值含有多个方差分量,即
Σ1 =σ211Q11+σ212Q12+…+σ21n1Q1n1
Σ2 =σ221Q21+σ222Q22+…+σ22n2Q2n2
 …

Σk =σ2k1Qk1+σ2k2Qk2+…+σ2knkQknk

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(17)

式中,σ2ij 为待求的方差分量,Qij 为已知的协因数

阵,σ2ij 和Qij 中i为第i类观测值,j为第i类观测

值中第j个方差分量,n1,n2,…nk 为第k 类观测

值的方差分量的个数。则式(2)可写为:

A1V1+A2V2+…+AkVk+B̂x+W =0
(18)

令待求的σ2ij 初值为1,则式(15)可变为:
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(19)

式中,

Q1 =Q11+Q12+…+Q1n1
Q2 =Q21+Q22+…+Q2n2
 …

Qk =Qk1+Qk2+…+Qknk

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(20)

再令

P=Q-1 =

P1
P2

⋱
Pk
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式中,Pi=(Qi1+Qi2+…+Qini
)-1,i=1,2,…k,

P为已知的初始权阵。再令

Pi1 =PiQi1Pi

Pi2 =PiQi2Pi

 …

Pini =PiQiniPi

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
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􀪁
􀪁􀪁

,i=1,2,…k (22)

则有:

P1 =P11+P12+…+P1n1
P2 =P21+P22+…+P2n2
 …

Pk =Pk1+Pk2+…+Pknk
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􀪁
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(23)

将式(16)、(19)、(20)代入NAA =AQAT 可得:

NAA =∑
n1

i=1
A1Q1iAT

1 +∑
n2

j=1
A2Q2jAT

2 +…

+∑
nk

h=1
AkQkhAT

k (24)

而ΣW =AΣAT,顾及式(16)、(17)有:

ΣW =∑
n1

i=1
A1σ21iQ1iAT

1 +∑
n2

j=1
A2σ22jQ2jAT

2 +…

+∑
nk

h=1
Akσ2khQkhAT

k (25)

令

A1Q1iAT
1 =N1i,i=1,2,…,n1

A2Q2jAT
2 =N2j,j=1,2,…,n2

…

AkQkhAT
k =Nkh,h=1,2,…,nk

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(26)

∑
n1

i=1
A1Q1iAT

1 =N1,∑
n2

j=1
A2Q2jAT

2 =

N2,…,∑
nk

h=1
AkQkhAT

k =Nk (27)

则式(24)、(25)可改写为:

ΣW =∑
n1

m=1
σ21mN1m +∑

n2

p=1
σ22pN2p +…+∑

nk

q=1
σ2kqNkq

(28)

NAA =∑
n1

i=1
N1i+∑

n2

j=1
N2j+…+∑

nk

h=1
Nkh (29)

式(16)、(21)、(22)代入式(14)左端VTPV 可得:

VTPV =∑
k

l=1
VT

lPlVl =∑
ni

i=1
VT
1P1iV1+
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∑
n2

j=1
VT
2P2jV2+…+∑

nk

h=1
VT

kPkhVk (30)

式(28)、(29)代入式(14)右端tr(QKNAAQKΣW)
可得:

tr(QKNAAQKΣW)=

tr(QK ∑
n1

i=1
N1i+…+∑

nk

h=1
Nkh  QK ∑

n1

m=1
σ21mN1m + 

∑
n2

p=1
σ22pN2p +…+∑

nk

q=1
σ2kqNkq) (31)

将式(14)展开,去掉数学期望并将σ2ij 写成估值

σ̂2ij(i=1,2,…,k,j=1,2,…,nj),并令

θ̂
(n1+n2+…+nk)×1

=

[̂σ211,̂σ212,…,̂σ21n1,……,̂σ
2
k1,̂σ2k2,…,̂σ2knk]

T(32)

f
(n1+n2+…+nk)×1

= [VT
1P11V1,VT

1P12V1,…,

VT
1P1n1V1,…,VT

kPk1Vk,VT
kPk2Vk,…,VT

kPknkVk]T

(33)

Hij
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=

tr(QKNijQKN11)

tr(QKNijQKN12)
…

tr(QKNijQKN1n1
)
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…
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,

H
(n1+n2+…+nk)×(n1+n2+…+nk)

=

HT
ij,i=1,2,…,k;j=1,2,…,nj (34)

将式(32)~(34)代入式(14)可得:

Ĥθ=f (35)

式(35)即为扩展的 Helmert型方差分量估计的

通用公式。显然H 为对称阵,且当H 可逆时,式
(35)的解为θ̂=H-1f;当H 不可逆时,式(35)存
在唯一的伪逆解θ̂=H+f。将式(35)的各行元素

求和,顾及式(27)、(29)可得相应的简化公式为:

σ2ij = VT
iPijVi

tr(QKNijQKNAA)
,

i=1,2,…,k;j=1,2,…,nj (36)

  若每类观测值仅含1个方差分量,则式(35)
和(36)分别对应文献[5]中 Helmert型方差分量

估计通用公式的式(36)和(43)。

3 特殊情况

当式(2)、(3)中的系数阵B=C=0时,即为

条件平差的函数模型;当系数阵C=0时,即为附

有参数的条件平差的函数模型;当式(2)、(3)中的

系数阵A=-I,C=0(I为单位阵)时,即为间接

平差的函数模型;当系数阵A=-I时,即为附有

限制条件的间接平差的函数模型。对于不同的平

差模型,式(35)、(36)的计算不同之处仅在于QK

而已。这里以A=-I,C=0为例,推导间接平差

扩展的Helmert型方差分量估计,其他平差方法

扩展的Helmert型方差分量估计可类似得到,不
再赘述。

当A=-I,C=0时,式(2)、(3)可变为:

V1
n1×1

=B1̂x-W1

V2
n2×1

=B2̂x-W2

…

Vk-1
nk-1×1

=Bk-1̂x-Wk-1

Vk
nk×1

=Bk̂x-Wk

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(37)

而

Q̂x = (BTPB)-1 =N-1
BB (38)

QK =P-PBQ̂xBTP (39)

顾及NAA =AQAT =Q,此时式(14)变为:

E(VTPV)=tr(QKQQKQ)σ20 (40)

将式(38)、(39)代入式(40)得:

QKQQKQ =PQ-2PBQ̂xBT+PBQ̂xBTPBQ̂xBT

(41)
顾及Nij =Qij,i=1,2,…,k;j=1,2,…,nj,并
将式(20)、(22)代入式(41),考虑求迹运算的循环

性质,再一起代入式(14),去掉期望便得到文献

[4]中的式(15)和(16)。由此说明,文献[4]中基

于间接平差推导扩展的 Helmert型方差分量估

计是本文中式(35)和(36)的特例。

4 结 语

本文针对现行的方差分量估计方法大多假设

每类观测值中仅含1个方差分量的情况,基于概

括函数模型和 Helmert型方差分量估计的原理,
推导了估计每类观测值含有多个方差分量的通用

公式、相应的简化公式及一些特殊情况。同时,随
着观测手段的丰富与多样化,往往同类观测值受

到多种因素影响,即同类观测值可含有多个方差

分量,该公式必将得到越来越多的使用。通用公

式的推导不仅可以提高数据处理的精度,也可以

使扩展的 Helmert型方差分量估计在其他平差

方法中的使用得到统一,是对方差分量估计理论

的又一补充。
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