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基于偏差改正的病态模型Liu
估计的单位权方差无偏估计
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1 江西应用科技学院软件与区块链学院,南昌市联福大道1号,330100

摘 要:对Liu估计残差偏差进行修正,并基于二次型的数学期望公式,利用偏差改正后的残差导出Liu估

计解的近似无偏单位权方差估计式。2个算例分析结果表明,相比于传统基于有偏残差的单位权方差计算公

式,本文公式计算的单位权方差与真值更为接近。
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  当观测模型的系数阵呈良态时,最小二乘法

能获得最优无偏的参数估值。然而,当模型的系

数阵呈病态时,微小的观测误差会导致解的巨大

波动,使常规最小二乘估计的解不可靠[1]。为此,
学者们提出多种估计方法,如 Tikhonov正则化、
岭估计、截断奇异值分解(truncatedsingularval-
uedecomposition,TSVD)和Liu估计等[2-9]。目

前关于病态模型的有偏性研究大都集中于 Tik-
honov正则化或 TSVD 正则化[10-12],鲜有涉及

Liu估计的相关研究。不同于Tikhonov正则化,

Liu估计除含有正则化参数外,还额外引入了一

个修正 因 子,因 此 可 更 加 灵 活 地 处 理 病 态 问

题[7-9]。但由于引入了正则化参数和修正因子,

Liu估计是有偏的。事实上,Liu估计正是通过牺

牲参数估值的无偏性来换取其有效性。
基于以上研究,本文首先分析了由于引进正

则化参数和修正因子而导致的Liu估计解及其残

差的偏差;然后将偏差从残差中扣除,并利用偏差

改正后的残差导出Liu估计的单位权方差估计公

式;最后用数值算例和病态测边网算例验证公式

的有效性。

1 病态模型及其Liu估计解法

测量上常用的Gauss-Markov模型为:

y=Ax+e (1)
式中,y为m 维观测向量,A 为m ×n的系数矩

阵,x为n维未知参数,e为误差向量且满足E(e)

=0,D(e)=σ20P-1,其中,E(·)和D(·)分别为

求数学期望和方差,σ20 和P分别为先验单位权方

差和观测值的权阵。考虑到不等权模型可变化为

等权模型,为便于推导,此处设权阵为单位阵。式

(1)的最小二乘估值为:

x̂L =N-1ATy (2)
式中,N =ATA。当系数矩阵病态时,最小二乘解

变得极不可靠。Liu[7]采用Liu估计解算病态模

型参数,其在最小二乘准则的基础上额外增加了

一个约束项,即

eTe+fTf=min (3)

式中,f= κx+d/κ̂x。限于篇幅,本文直接给出

病态模型的Liu估计式:

x̂Liu =Qκ(ATy-d̂x) (4)
式中,Qκ = (ATA+κIn)-1,κ>0为正则化参数,

d为修正因子,̂x 为任一估值(Liu[7]建议采用正

则化解x̂κ =QκATy或最小二乘解)。

2 基于偏差改正的Liu估计的单位

权方差估计

2.1 Liu估计的残差及其偏差

当式(4)中x̂取x̂κ 时,Liu估计可改写为:

x̂Liu = (Qκ-dQ2
κ)ATy (5)

将式(5)代入式(1)中可得残差:

ê= (Im -A(Qκ-dQ2
κ)AT)y (6)

对式(6)两边取期望,得:
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E(̂e)=A((κ+d)Qκ-κdQ2
κ)x (7)

显然,由于Liu估计引入了κ和d,导致E(̂e)≠0,
因此残差估值ê的偏差为E(̂e)。

当式(4)中x̂取x̂L 时,Liu估计可改写为:

x̂Liu = (QκAT-dQκN-1AT)y (8)
将式(8)代入式(1),可得残差为:

ê= (Im -AQκ(In -dN-1)AT)y (9)
对式(9)取期望可得残差的偏差:

E(̂e)= (α+d)AQκx (10)

2.2 基于偏差改正的单位权方差估计

传统基于残差计算单位权方差的公式为:

σ̂20 = êT̂e
m-n

(11)

但Liu估计的残差是有偏的,因此采用式(11)计
算的单位权方差显然也是有偏的。为能够应用残

差估计单位权方差,须对残差中的偏差进行改正。
当x̂取x̂κ 时,Liu估计的残差及其偏差分别为式

(6)和(7),其中偏差需已知参数真值,采用正则化

解代替。将偏差从残差中扣除得:

􀭰e=̂e-E(̂e)=
(Im -A(Qκ+κQ2

κ -κdQ3
κ)AT)y (12)

式中,􀭰e为偏差改正后的残差。由协方差传播定

律可得􀭰e的方差为:

D(􀭰e)=σ20(Im -A(Qκ+κQ2
κ -κdQ3

κ)AT)·
(Im -A(Qκ+κQ2

κ -κdQ3
κ)AT) (13)

令H = (Qκ+κQ2
κ -κdQ3

κ)N,推导可得:

tr(H)=n-κ(κ+d)tr(Q2κ)+κ2dtr(Q3κ),

 tr(H2)=n-2κ(κ+d)tr(Q2κ)+
  2κ2dtr(Q3κ)+κ2(κ+d)2tr(Q4κ)-
  2κ3d(κ+d)tr(Q5κ)+κ4d2tr(Q6κ)

(14)

则方差阵的迹为:

tr(D(􀭰e))=σ20(m-2tr(H)+tr(H2))=
σ20(m-n+κ2(κ+d)2tr(Q4κ)-
2κ3d(κ+d)tr(Q5κ)+κ4d2tr(Q6κ)) (15)

由二次型的数学期望公式有:

E(􀭰eT􀭰e)=tr(D(􀭰e))+E(􀭰e)TE(􀭰e) (16)
经过偏差改正后,􀭰e可近似认为是无偏的,因此由

式(13)和式(16)可得单位权方差:

σ̂20 = 􀭰eT􀭰e
(m-n+κ2(κ+d)2tr(Q4κ)-2κ3d(κ+d)tr(Q5κ)+κ4d2tr(Q6κ))

(17)

  当x̂取x̂L 时,Liu估计的残差及其偏差分别

为式(9)和式(10)。将偏差从残差中扣除得:

􀭰e=ê-E(̂e)=
(Im -A(Qκ-dQκN-1+(κ+d)Q2κ)AT)y

(18)
其方差为:

D(􀭰e)=σ20(Im -K-KT-KKT) (19)
式中,K=A(Qκ-dQκN-1+(κ+d)Q2κ)AT。推导

可得:

 

tr(K)=tr(KT)=n-κ(κ+d)tr(Q2κ),

tr(KKT)=n-2κ(κ+d)tr(Q2κ)+

 ∑
4

i=1
hitr(Mi)+gitr(Qi

κ)

(20)

式中,

h1 =κd,h2 =κd(κ+d),

h3 =-κ2d(κ+d),h4 =-d,

g1 =d,g2 =0,g3 =-κd(κ+d),

g4 =κ2(κ+d)2,

M1 =N-1Qκ,M2 =N-1Q2κ,

M3 =N-1Q3κ,M4 =N-1

(21)

则D(􀭰e)的迹为:

tr(D(̂e))=

σ20 m-n+∑
4

i=1
hitr(Mi)+gitr(Qi

κ)  (22)
顾及式(16)可得单位权方差:

σ20 = 􀭰eT􀭰e

m-n+∑
4

i=1
hitr(Mi)+gitr(Qi

κ)
(23)

3 算例与分析

3.1 数值算例

Hilbert矩阵是一类典型的病态矩阵,假设A
∈Rm×n 为某一Hilbert矩阵,其元素构成为:

aij = 1
i+j-1

,1≤i≤m,1≤j≤n(24)

  本文取m=11、n=9。假设未知参数的真值均

为1,则不含误差的常数项为y=[2.831.931.52
1.271.100.970.870.790.720.67 0.62]T。
本算例中,法矩阵的条件数为3.43×1017,严重病

态。按照式(1)分别往常数项中添加不同量级的

误差(σ0=0.1、0.01、0.001),分别采用最小二乘

法和Liu估计法估计未知参数,比较其估值x̂ 及

其与真值x的差值范数 ‖̂x-x‖,结果如表1~
3所示,表4为传统公式(式(11))与本文公式(式
(17)、式(23))估计的单位权方差。

可以看出,使用最小二乘法时,估值与真值的

差值范数分别为3.67×106(σ0=0.1)、1.47×106

(σ0=0.01)和9.13×104(σ0=0.001)。在添加了

不同量级的误差后,Liu估计能够有效地抵御模

型的病态性影响,参数估值的精度较最小二乘解

有大幅提升。当̂x取̂xL 时,Liu估计解与真值的
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表1 σ0=0.1时不同算法解算的参数估值

Tab.1 Parameterestimatesderivedbydifferent
approacheswhenσ0=0.1

真值 LS估计 Liu估计
(̂x=x̂κ)

Liu估计
(̂x=x̂L)

x̂

1 -5.27×103 1.1630 1.1105
1  1.61×105 1.2820 1.3363
1 -1.09×106 1.1152 1.1586
1  2.14×106 0.9614 0.9878
1  1.20×106 0.8383 0.8510
1 -7.92×106 0.7405 0.7432
1  7.01×106 0.6620 0.6574
1 -1.16×105 0.5977 0.5879
1 -1.38×106 0.5445 0.5307

‖Δx‖  3.67×106 0.2785 0.2879

表2 σ0=0.01时不同算法解算的参数估值

Tab.2 Parameterestimatesderivedbydifferent
approacheswhenσ0=0.01

真值 LS估计 Liu估计
(̂x=x̂κ)

Liu估计
(̂x=x̂L)

x̂

1 -2.80×103 0.8496 0.8200
1  8.64×104 1.2284 1.2470
1 -5.90×105 1.1444 1.1621
1  1.27×106 1.0314 1.0454
1 -1.92×105 0.9312 0.9422
1 -1.55×106 0.8469 0.8557
1 -6.13×105 0.7762 0.7833
1  3.38×106 0.7162 0.7222
1 -1.79×106 0.6649 0.6700

‖Δx‖  1.47×106 0.2021 0.2052

表3 σ0=0.001时不同算法解算的参数估值

Tab.3 Parameterestimatesderivedbydifferent
approacheswhenσ0=0.001

真值 LS估计 Liu估计
(̂x=x̂κ)

Liu估计
(̂x=x̂L)

x̂

1 211.72 0.9098 0.9071
1 -5.89×103 1.2430 1.2446
1  3.71×104 1.1768 1.1783
1 -7.00×104 1.0754 1.0766
1 -2.68×104 0.9810 0.9820
1  2.03×105 0.8991 0.8999
1 -1.54×105 0.8289 0.8296
1 -2.99×104 0.7685 0.7691
1  4.67×104 0.7162 0.7167

‖Δx‖  9.13×104 0.1758 0.1761

表4 本文公式和传统公式估计的单位权方差

Tab.4 Theunitweightvarianceestimatedbytraditional
formulaandformulainthispaper

σ0
x̂=x̂κ x̂=x̂L

传统公式 本文公式 传统公式 本文公式

0.1 0.1172 0.0956 0.1164 0.0955
0.01 0.0159 0.0121 0.0157 0.0117
0.001 0.0015 0.0011 0.0014 0.0009

差值范数分别为0.2879(σ0=0.1)、0.2052(σ0=
0.01)和0.1761(σ0=0.001);当x̂ 取x̂κ 时,Liu
估计解与真值的差值范数分别为0.2785(σ0=
0.1)、0.2021(σ0=0.01)和0.1758(σ0=0.001)。

从结果来看,随着扰动程度的增加,Liu估计的改

善效果逐渐降低,且x̂取x̂κ 时的参数估值要优于

x̂ 取x̂L 时的参数估值。
模拟500次实验,每次实验均按上述策略随机

添加误差,分别采用传统公式与本文公式估计单位

权方差,结果如图1所示。由于Liu估计的偏差

性,传统公式估计的单位权方差与模拟真值的偏差

较大,当消除了残差中的偏差之后,本文公式估计

的单位权方差与真值更为接近。当x̂取̂xκ 时,传统

公式估计的单位权方差均值分别为0.1311(σ0=
0.1)、0.0132(σ0=0.01)和0.0013(σ0=0.001),与
真值分别相差31.1%、32%和30%;本文公式估

计的单位权方差均值分别为0.0993(σ0=0.1)、

0.01003(σ0=0.01)和0.001005(σ0=0.001),与
真值相差仅0.7%、0.3%和0.5%。

图1 500次实验2种方法估计的单位权方差

Fig.1 Theunitweightvarianceestimatedbytwo
approachesfor500experiments

3.2 病态测边网算例

为进一步验证本文公式的有效性,模拟一个病

态测边网。图2为网的点位平面分布,其中共有11
个点位,包括9个已知点P1~P9 和2个未知点

P10、P11,P10和P11的真实坐标分别为(0,0,0)和(7,

10,-5)。表5为P10、P11坐标及其到已知点的距

离观测值,各观测值的精度均为5mm。现要求利

用这些距离观测值求解未知点的坐标。本算例中,
由于测边网的几何构型较差,其观测方程的法矩阵

条件数为4.5851×103,存在病态。
分别采用最小二乘法和Liu估计法求解坐标,

结果如表6所示。与数值算例类似,最小二乘解与

真实坐标存在较大偏差,与真值的差值范数为

2.6594;而Liu估计则与真实坐标较为接近,与真

值的差值范数仅为为0.2770(̂x=x̂L)和0.2623
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(̂x=x̂κ),较最小二乘解有所改善。表6同时还列

出了传统公式与本文公式计算的单位权方差,显然

本文公式估计的单位权方差与真值更为接近。

图2 空间测边网的点位平面分布

Fig.2 Thedistributionofthepointsofthe
spacenetinXYplane

表5 控制点的坐标及距离观测值

Tab.5 Thecoordinatesanddistanceobservations
ofcontrolpoints

点号
坐标/m 距离观测值/m

X Y Z di,10 di,11

P1 23.000 10.000 0.010 25.07869 16.76517
P2 -10.000 9.990 0.000 14.13451 17.71965
P3 35.000 10.010-0.010 36.41588 28.44294
P4 100.000 19.990 0.005 101.47943 93.16839
P5 -36.000 10.005 0.000 37.36422 43.29905
P6 0.000 10.010-0.005 10.01004 8.60060
P7 56.000 9.995 0.010 56.99606 49.25618
P8 -15.000 10.015-0.010 18.03590 22.55966
P9 -1.700 10.008 0.015 10.15063 10.04382

表6 不同算法解算的参数估值及与真值的差值范数

Tab.6 Parameterestimatesderivedbydifferentapproaches
andnormsoftheirdifferenceswithtruevalues

真值/m x̂L/m
x̂Liu

(̂x=x̂L)/m
x̂Liu

(̂x=x̂κ)/m
x̂10 0 0.0517 0.0129 0.0122
Ŷ10 0 -0.1085 0.0257 0.0245
Ẑ10 0 -5.6219 0.0439 0.0388
x̂11 7 6.9005 6.7712 6.6490
Ŷ11 10 13.2075 10.5027 10.4322
Ẑ11 -5 -5.7183 -5.3908 -5.3173

‖̂x-x‖ 0 2.6594 0.2770 0.2623

σ̂20
传统公式
本文公式

4.7765
4.9760

4.7961
5.0113

模拟500实验,每次实验均按相同策略向观

测值中添加随机误差,分别采用传统公式和本文

公式估计单位权方差,结果如图3所示。由图可

知,本文公式估计的单位权方差小于传统公式,当

x̂取x̂κ 时,传统公式与本文公式估计的单位权方

差分别为4.9891和6.4599,与真值分别相差

0.21%和29.20%,再次证明了本文公式所估的

单位权方差近似无偏;当x̂取x̂κ 时,其解算结果

与x̂取x̂κ 时极为接近,不再赘述。

图3 500次实验2种方法估计的单位权方差

Fig.3 Theunitweightvarianceestimatedbytwo
approachesfor500experiments

4 结 语

Liu估计是病态模型的常用解法之一,其通

过引入正则化参数和修正因子有效地削弱了系数

阵小奇异值对参数估值及其方差的放大,但同时

也引进了偏差,进一步导致其残差也是有偏的。
本文首先计算了Liu估计残差的偏差,并将其从

残差中剔除,得到偏差改正后的残差;然后基于向

量二次型的数学期望公式,利用改正后的残差导

出Liu估计的单位权方差估计公式;最后设计2
个算例对本文公式进行验证。结果表明,残差中

的偏差会严重影响单位权方差的估计,在将偏差

从残差中扣除后,利用改正后的残差估计的单位

权方差更符合实际情形。
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