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摘　要　在ＧＰＳ高程拟合中，针对传统最小二乘方法不能解决系数矩阵存在误差的问题，提出了一种基于加权总
体最小二乘的拟合方法。对平面和二次曲面多项式建立更加合理的拟合模型，并给出了相应的迭代算法。实例计

算表明，加权最小二乘方法能够得到更好的估计参数，高程异常值拟合精度也相应提高。
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１　引言
在实际工程应用中，我国高程系统普遍采用正

常高。传统水准测量获取基于似大地水准面的正常

高，而ＧＰＳ定位技术，也可以得到基于 ＷＧＳ８４参考
椭球的大地高，且操作简单方便［１］。用 ＧＰＳ定位技
术获取的正常高去满足工程应用需要，需进行高程

系统的转换，也就必须要知道测点的高程异常值。

对于大多数工程应用，由于测区范围不大，高程

异常变化平缓，多项式拟合便可满足精度要求［２］。

该方法的基本原理是将高程异常值与平面坐标近似

描述为多项式关系，利用同时已知大地高和正常高

的公共点组成误差方程，根据最小二乘原理求解多

项式系数。然而采用经典的 ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ模型，并
不能解决在系数矩阵中含有误差的问题。如果观测

向量和系数阵都存在误差，那么最小二乘解将不再

最优，而是有偏的［３］。为此，本文引入基于加权总

体最小二乘（ＷＴＬＳ）的 ＧＰＳ高程多项式拟合，并利
用实例数据对算法可行性进行验证。
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２　总体最小二乘

２．１　ＥＩＶ函数模型
观测变量含有误差的 ＥＩＶ（ＥｒｒｏｒｓＩｎＶａｒｉａｂｌｅ）

线性函数关系式为［４，５］

ｙ－ｅｙ＝（Ａ－ＥＡ）ｘ （１）
其中，ｙ为含有随机误差ｅｙ的ｎ维观测向量，Ａ为含
有随机误差ＥＡ的ｎ×ｍ维系数矩阵，ｘ为ｍ维待估
参数向量。随机误差具有如下统计性质：
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式中，ｖｅｃ表示矩阵列向量化算子，协因数阵 Ｑｙ＝
Ｐ－１ｙ ，ＱＡ＝Ｐ

－１
Ａ 。在总体最小二乘准则下，可解得顾

及系数阵误差的参数估计

ｅＴｙＰｙｅｙ＋ｅ
Ｔ
ＡＰＡｅＡ＝ｍｉｎ （３）

对于多元同方差的ＥＩＶ模型，观测值权阵Ｐｙ和
系数矩阵权阵 ＰＡ均为单位阵，可采用迭代法解算
参数估值［６，７］：

ｖ^（ｉ＋１）＝（ｙ－Ａ^ｘ（ｉ））Ｔ（ｙ－Ａ^ｘ（ｉ））（１＋^ｘ（ｉ）Ｔ^ｘ（ｉ））－１（４）
ｘ^（ｉ＋１）＝（ＡＴＡ）－１（ＡＴｙ＋^ｘ（ｉ）^ｖ（ｉ＋１）） （５）

当满足 ｘ^（ｉ＋１）－^ｘ（ｉ） ＜ε时，迭代结束。ｘ^（ｉ）的
迭代初值取最小二乘解：

ｘ^（０）＝^ｘＬＳ＝（Ａ
ＴＡ）－１ＡＴｙ （６）

２．２　加权总体最小二乘
对于广义总体最小二乘（ＧＴＬＳ）中的系数阵权

阵，按

ＱＡ＝Ｑ０Ｑｘ （７）
计算。其中，Ｑ０＝Ｐ

－１
０ ，Ｑｘ＝Ｐ

－１
ｘ ，Ｐｘ表示系数矩阵

Ａ的行向量权阵，Ｐ０表示系数矩阵 Ａ的列向量权
阵，表示“ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积”。

通过迭代可求解参数的 ＷＴＬＳ估计，并进行精
度评定。迭代步骤如下［８，９］：

１）^ｖ（０）＝０，^ｘ（０）＝（ＡＴＰｙＡ）
－１ＡＴＰｙｙ

ｘ^（１）＝（ＡＴ（Ｑｙ＋（^ｘ
（０）ＴＱ０^ｘ

（０））Ｑｘ）
－１Ａ）－１ＡＴ

（Ｑｙ＋（^ｘ
（０）ＴＱ０^ｘ

（０））Ｑｘ）
－１ｙ

２）^λ（ｉ）＝（Ｑｙ＋（^ｘ
（ｉ）ＴＱ０^ｘ

（ｉ））Ｑｘ）
－１（ｙ－Ａ^ｘ（ｉ）），

ｖ^（ｉ）＝λ^（ｉ）ＴＱｘ^λ
（ｉ）

ｘ^（ｉ＋１）＝（ＡＴ（Ｑｙ＋（^ｘ
（ｉ）ＴＱ０^ｘ

（ｉ））Ｑｘ）
－１Ａ－

ｖ^（ｉ）Ｑ０）
－１ＡＴ（Ｑｙ＋（^ｘ

（ｉ）ＴＱ０^ｘ
（ｉ））Ｑｘ）

－１ｙ
３）当 ｘ^（ｉ＋１）－^ｘ（ｉ） ＜ε时，迭代终止。

３　考虑系数阵误差的多项式高程拟合
ＧＰＳ高程拟合多用平面和二次曲面多项式，考

虑到由于系数阵存在误差，本文引入基于加权总体

最小二乘的解算方法。

二次曲面多项式拟合函数模型为：

ζｉ＝ａ０＋ａ１ｘｉ＋ａ２ｙｉ＋ａ３ｘ
２
ｉ＋ａ４ｘｉｙｉ＋ａ５ｙ

２
ｉ （８）

式中，ζｉ为平面坐标（ｘｉ，ｙｉ）点的高程异常，ａｉ（ｉ＝０，
…，５）为多项式待估参数。可写成形如式（１）的矩
阵形式，式中
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设平面坐标和高程异常值具有同等精度，σｘ＝
σｙ＝σζ。对于平面多项式，只需取系数阵 Ａ的前３
列。由于第一列为常数，从而可令 Ｐ０第一列为零，
则

Ｐ０＝
０
１









１
，Ｐｘ＝Ｉｎ×ｎ，Ｐｙ＝Ｉｎ×ｎ （１０）

对于二次曲面多项式，系数阵列向量之间存在

非线性关系，根据协因数传播定律求得协因数之间

的相互关系，Ｑｘ２ｉ＝４ｘ
２
ｉＱｘｉ，Ｑｘｉｙｉ＝（ｘ

２
ｉ＋ｙ

２
ｉ）Ｑｘｉ，Ｑｙ２ｉ＝

４ｙ２ｉＱｘｉ。由于协因数会随测点的不同而变化，为方
便起见，这里对Ｐ０的定权做了一定的简化。
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，
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其中，ｘ２＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ，ｙ

２＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｙ２ｉ。

４　实例分析
采用某市２０个 ＧＰＳ联测水准的高程数据，分

析总体最小二乘对多项式 ＧＰＳ高程拟合的可行性
与有效性，取均匀分布的前１０个点为拟合公共点，
其余１０个点为外部检核点。点位分布如图１所示。

为保证计算精度，先对坐标数据进行标准化处

理，组成观测方程。分别采用传统最小二乘、总体最

小二乘和加权最小二乘求得平面和曲面多项式的拟

合参数，表１和表２中列出了３种方法的参数估值
与单位权中误差。

由表１和表２可以看出，３种方法对平面拟合
和二次曲面拟合参数求解，采用传统最小二乘和总

体最小二乘两者计算结果并无太大差别。然而加权

总体最小二乘单位权中误差都有所提高，参数估值

９８
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的精度更好。

图２为加权总体最小二乘平面和二次多项式拟
合残差，从图２可以看出最大残差为６ｃｍ，大多数
在２ｃｍ附近。图３为传统最小二乘与总体最小二
乘、加权总体最小二乘拟合残差的较差，可以看出总

体最小二乘法对残差提高不大，而加权总体最小二

乘法可提高２ｍｍ左右。

表１　平面拟合参数结果及精度（单位：ｍ）
Ｔａｂ．１　Ｐｌａｎｅｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｔｈｅｉｒａｃｃｕｒａｃｙｗｉｔｈｓｏｍｅ

ｍｅｔｈｏｄ（ｕｎｉｔ：ｍ）

平面 ａ^０ ａ^１ ａ^２ σ^０
ＬＳ －１１．５０６０１００．０５１７７１ ０．１０５９９６ ０．０２８８０８
ＴＬＳ －１１．５０６０６００．０５１７７１ ０．１０５９９６ ０．０２８８０８
ＷＴＬＳ－１１．５０６０１００．０５１８１２ ０．１０６０６８ ０．０２８６１０

图１　ＧＰＳ水准点位分布
Ｆｉｇ．１　ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＧＰＳｌｅｖｅｌｉｎｇｐｏｉｎｔｓ

图２　ＷＴＬＳ拟合残差
Ｆｉｇ．２　ＲｅｓｉｄｕａｌｓｏｆｆｉｔｔｉｎｇｗｉｔｈＷＴＬＳ

图３　ＬＳ与ＴＬＳ、ＷＴＬＳ拟合结果较差
Ｆｉｇ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎａｍｏｎｇｔｈｅｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈＬＳ、ＴＬＳ

ａｎｄＷＴＬＳ

表２　二次曲面拟合参数结果及其精度（单位：ｍ）
Ｔａｂ．２　Ｑｕａｄｒｉｃｓｕｒｆａｃｅｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓａｎｄａｃｃｕｒａｃｙｗｉｔｈｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ（ｕｎｉｔ：ｍ）

二次曲面 ａ^０ ａ^１ ａ^２ ａ^３ ａ^４ ａ^５ σ^０
ＬＳ －１１．４９８８２６ ０．０４７３０３ ０．１１００３８ ０．０１０７１６ ０．００９４６０ －０．０１７５９０ ０．０３０４３４
ＴＬＳ －１１．４９８９９５ ０．０４７３５０ ０．１１００３１ ０．０１０７５５ ０．００９４７５ －０．０１７４７４ ０．０３０４３４
ＷＴＬＳ －１１．４９８１７１ ０．０４７０３２ ０．１１０１６１ ０．０１０９９６ ０．００９４９４ －０．０１８５９４ ０．０２９９５９

５　结语
传统最小二乘方法在系数阵存在误差的情况

下，并不能很好地估计多项式系数参数。考虑到估

计系数阵含有误差和观测变量不等精度，采用了更

加合理的加权总体最小二乘方法。根据实例计算结

果，加权总体最小二乘方法的单位权中误差更小，检

核点残差也相应减小。在 ＧＰＳ高程拟合中，加权总
体最小二乘法可以提高精度。
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