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摘　要　在对牛顿经典力学和爱因斯坦相对论对空间时间概念阐述的基础上，指出由于地壳运动是个宏观低速
现象，因此完全可采用牛顿力学描述地壳质点在空间的位置以及在外力作用下该位置是如何随时间改变的，决定

了必须选择一个不作加速度运动的参照系，才能正确使用牛顿定律对地壳运动进行正确的描述。因此满足牛顿惯

性定律的参照系为地壳运动分析使用的坐标系的物理基础。不同坐标系的参照曲面上的虚拟空间具有不同的度

量张量，因此具有不同的曲面内蕴几何性质。并对欧几里德三维直角坐标系、平面坐标系、球面坐标系等的空间性

质进行了讨论。
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１　引言
随着全球卫星定位导航技术的发展，大地测量

技术得到长足的进步，人们可以在全天候、无通视条

件下迅速精密地确定地面点位及其随时间的变化规

律，极大地拓宽了地理信息的发展空间，为经济、国

防建设提供精确的地面目标和飞行器轨道坐标等服

务，广泛地运用于地震预报、环境监测等。

在空间地理信息中，控制点的定位是关键，而要

精确定位离不开坐标系。在地球物理与地震地形变

研究中，对地壳运动进行监测同样需要坐标系。现

在，“坐标”已逐渐走出数学、物理学的范畴，走进了

人们日常生活的方方面面，但不管怎么发展，现代

各行各业流行的“坐标”（例如城市坐标，风尚坐标

等）概念仍然没有改变其原始的“标准、尺度、方向”

之含义。

本文从数学和物理角度对坐标系的建立方法进

行探索。

２　坐标系的物理基础

２．１　坐标系
坐标系是一种用于物体运动的数学描述，借助

于坐标系人们对物体所在位置（更普遍地是指事件

发生的位置）设置一个或几个数值，这样物体的运

动就可以用数学函数ｘ（ｔ）来描述，以给出任意时刻
ｔ物体的位置坐标，物体运动时所参考的坐标系称
为参考系，通过给定参考点或参考方向建立起参考

系与物理过程之间的联系［１］。

常用的坐标系有直角坐标系，极坐标系，柱面坐

标系，球面坐标系、椭球面坐标系，抛物坐标系等。

在物理学中，为定点描述物体位置和运动而选定的

变数也称为坐标，它们的组合亦称坐标系［２］。

２．２　空间与时间
地壳形变归根到底是一个力学问题，大地测量

学家可以解决地壳在外力作用下是如何变形的，而

地球物理学家则可要从力学方面对造成此变形的力

源是什么作出解释，即要描述地壳质点在“空间”中

的位置如何随“时间”而改变则是力学的目的。

空间是宇宙所具有的使物理现象得以在相互垂

直的３个方向广延开来的一种性质，在牛顿经典物
理学中，空间、时间和物质是３个相互独立的实体，
在爱因斯坦物理学中，空间和时间在４维时空连续
系统中是相互联结在一起的，在广义相对论看来，物

质被认为是引起空间弯曲的一种效应［３］。

时间是使发生在空间同一点的两个不同的事件

得以区分开来的一种维度，这两个事件之间的间隔

构成了时间测量的基础［３］，对一般的地球自转提供

了时钟单位，其公转则提供了历书单位，在科学用途

上，是以某种特定的电磁幅射的频率作为时间的定

义，总之，时间是物质运动的延续性、间断性和顺序

性，其特点是一维的，具有不可逆性。

２．３　参照物或坐标系
为了描述在外力作用下地壳质点在“空间”的

位置是如何随“时间”而改变的，就需要一个“参照

物”（“坐标系”）。如图１，从一列以速度 ｕ匀速直
线地行驶的火车上丢弃一块石头到路基（而非用力

投下），在车厢窗口看，石头是沿直线落下，在路基

旁看，石头是沿抛物线落下。那么石头到底是做直

线还是抛物线运动呢？如果我们引入“坐标系”来

代替可以看到的车厢和路基“参照物”，这些问题就

可以迎刃而解，石头相对于车厢连接在一起的坐标

系是直线运动，而相对于与路基连在一起的坐标系

是抛物线运动。此例表明，石头独立运动的轨线是

不存在，存在的仅是相对于某一特定参考坐标系的

轨线。

图１　匀速直线运动体系中自由落体轨迹示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅｏｒｂｉｔｏｆａｆｒｅｅｆａｌｌｉｎｇｂｏｄｙｏｆａｕｎｉｆｏｒｍ

ｍｏｔｉｏｎｉｎａｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅ

地壳运动是个力学问题，牛顿的经典力学是以

牛顿三大运动定律为基础，该种力学是在宏观世界

和低速状态研究物体运动规律，地壳质点是以安装

在它上面的测量标志为代表的，无论标志尺度如何

小，也不会小至原子与分子水平［４］，因此，地壳运动

是一种宏观现象且由地震所激发的地震纵波最快也

不过每秒数千米，比起光波当然是一种低速运动。

因此，有关地壳运动的力学研究完全可以在牛顿经

典力学中进行，在该范畴中，我们把相对观察者是静

止或作匀速直线运动的参考系称之为惯性坐标系。

在上例中，与路基固定在一起的坐标系可看成为一

个静止的坐标系，而与车厢联结在一起的可看成是

一个作匀速直线运动的坐标系，按牛顿惯性定律，作

用于物体上的合力为零时，物体的加速度也为零，物

体将保持静止或继续作匀速直线运动，我们可以称

该坐标系为惯性坐标系，物理定律在一切惯性坐标

系中都成立，这就是所谓相对性原理［５］。亦即是

说，一个相对于惯性系做匀速直线运动的系统，其内

９９
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部所发生的一切力学过程，都不受系统作为整体的

匀速直线运动的影响，力学定律在一切惯性参考系

中具有相同的形式，任何力学实验都不能区分一个

惯性坐标系是静止的抑或在作匀速直线运动的，我

们只有在这样一个没有受外力作用的坐标系中，才

能对地球上的物理现象进行观测研究，否则的话，观

测就会受外力“污染”，这就是坐标系的物理基础。

３　物理学中的坐标系变换
古典力学中，伽俐略变换认为时空是独立于物

质之外的绝对时间与空间，且是彼此独立的。在一

个惯性系Ｓ中观察到某一事件发生在（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），那
么在另一惯性系Ｓ’（假设Ｓ’相对于Ｓ以速度ｕ向ｘ
轴的正方向匀速运动，且ｔ＝ｔ’＝０时，原点 Ｏ’与原
点Ｏ重合，ｘ’轴与ｘ轴重合，ｙ’轴与 ｙ轴平行，ｚ’轴
与ｚ轴平行）中，观察到此事件发生在（ｘ’，ｙ’，ｚ’，
ｔ’），它们之间关系式称为伽俐略变换，即：

ｘ’＝ｘ－ｕｔ ｘ＝ｘ’＋ｕｔ
ｙ’＝ｙ ｙ＝ｙ’
ｚ’＝ｚ ｚ＝ｚ’
ｔ’＝ｔ ｔ＝ｔ’

（１）

物理学家发现，古典力学定律具有由一个惯性

系通过伽俐略变换到另一惯性系，其形式不变的性

质，这个性质称为古典力学相对性原理。例如，牛顿

第二定律Ｆ＝ｍａ，Ｓ’系看来，因Ｆ’＝Ｆ，ｍａ’＝ｍｄｖ′ｄｔ′

＝ｍｄ（ｖ＋ｕ）ｄｔ ＝ｍｄｖｄｔ＝ｍａ，两个质量在 ｘ轴方向的

弹性碰撞，照样满足动量与动能守恒定律［５］。

众所周知，光速不变、各向同性，但伽俐略变换

不能满足这一原理，在Ｓ系中，真空中的光讯号沿方
向角分别为α、β、γ的某一方向发生，那么光速是

ｖ＝ ｖ２ｘ＋ｖ
２
ｙ＋ｖ

２
槡 ｚ＝

ｃ２（ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２β＋ｃｏｓ２γ槡 ）＝ｃ （２）
即光速与方向角无关，即各向同性，如果通过伽

俐略变换，变换到Ｓ’系，即有：

ｖ′＝ ｖ′２ｘ＋ｖ
′２
ｙ＋ｖ

′２
槡 ｚ ＝

（ｃｃｏｓα－ｕ）２＋ｃ２ｃｏｓ２β＋ｃ２ｃｏｓ２γ槡 ）≠ｃ （３）
且与方向角有关，在 Ｓ’看来，光在真空中的传

播速度不是 ｃ。且是各向异性，由此可见，光传播定
律不遵从伽俐略变换与古典相对性原理。“相对性

原理”意思是说，所有的惯性系都是平等的，不能用

任何物理实验来区分一个系统是静止还是在作匀速

直线运动，这一原理不管是经典力学还是爱因斯坦

的相对论都要用到它。

这里要说明一下，所谓惯性坐标系是指在空间

固定不动或作匀速直线运动的坐标系，当惯性力消

失时，牛顿第二定律Ｆ＝ｍａ才成立。这种理想的坐
标系实际上是无法建立的。

为了克服这一矛盾，爱因斯坦认为时间与空间

是物质存在的形式，不同运动的物质应有不同的时

空，相对于新的时空变换，这种新的变换就是所谓的

洛仑兹变换。在此基础上，爱因斯坦根据光速不变

原理创立了狭义相对论，从而改变了人们的时空观。

无论是空间与时间，都是与物体运动的速度有关，在

运动方向距离缩短，时钟变慢。

洛仑兹交换如下 ：

ｘ＝ｘ′＋ｕｔ′

１－ｕ
２

ｃ槡 ２

ｙ＝ｙ′
ｚ＝ｚ′

ｔ＝
ｔ′＋ｕ
ｃ２
ｘ′

１－ｕ
２

ｃ槡

















 ２

（４）

当物体运动速度远远小于光速时，洛仑兹变换

回到伽俐略变换，同时，它预示着任何物体的速度不

能超过光速。

４　坐标系的空间性质
坐标系的空间性质是指嵌套在欧几里德空间的

参考曲面虚拟空间的内蕴几何性质［６，７］，例如球面、

椭球面上的内蕴几何性质。根据曲面理论，不管是

平面、球面还是椭球面的弧长、角度、面积、曲面上的

曲线的测地曲率皆为它们所属曲面的度量张量的函

数，因此这些几何量被称之为曲面的内蕴几何量。

立体几何为欧氏三维空间的内蕴几何学，欧氏

三维空间的度量张量表达式为：

ｄｓ２＝δβαｄｘ
αｄｘβ，α、β＝１，２，３ （５）

式中采用爱因斯坦求和约定符号，δβα为狄拉克
函数，只有当α＝β，δβα＝１，否则等于零，该式实质上
为扩展的勾股弦定理。

平面几何是平面虚拟空间的内蕴几何学，该虚

拟空间的度量张量为：

ｄｓ２＝δβαｄｘ
αｄｘβ，α、β＝１，２ （６）

平面上一个三角形的三条边也皆可由上式所示

的勾股弦定理求出，并且该三角形的 ３个内角、面
积、三边上的中线，垂线、角分线的长度，三角形的外

接圆、内切圆以及３个傍切圆的半径皆可由三角形
的边长来表达（图２）［８］，其表达式为：

００１
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面积Ｓ＝ ｐ（ｐ－ａ）（ｐ－ｂ）（ｐ－ｃ槡 ）

内角Ａ　ｃｏｓＡ＝（ｂ２＋ｃ２－ａ２）／２ｂｃ

中线ｍａ＝
１
２ ｂ２＋ｃ２＋２ｂｃｃｏｓ槡 Ａ

角分线ｔａ＝
１
ｂ＋ｃ ｂｃ（（ｂ＋ｃ）

２－ａ２槡 ）

垂线ｈａ＝ ｂ２－（ａ
２＋ｂ２－ｃ２
２ｃ ）

槡
２

内切圆半径ｒ＝ （ｐ－ａ）（ｐ－ｂ）（ｐ－ｃ）
槡 ｐ

外接圆半径Ｒ＝ａｂｃ／４





















Ｓ

（７）

式中ｐ＝ａ＋ｂ＋ｃ２ 。

图２　三角形高、中线、中垂线示意图
Ｆｉｇ．２　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅａｌｔｉｔｕｄｅ，ｍｉｄｌｉｎｅａｎｄｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒｂｉ

ｓｅｃｔｏｒｏｆａｔｒｉａｎｇｌｅ

球面几何为球面虚拟空间的内蕴几何学，则球

面空间的度量张量为：

ｇ１１＝Ｒ
２ｃｏｓ２Ｂ，ｇ２２＝Ｒ

２，ｇ１２＝０，ｇ＝Ｒ
４ｃｏｓ２Ｂ （８）

式中：Ｒ为球体的半径。
卯酉圈的周长：

ｌ卯酉圈 ＝∫０
２π

ｇ槡 １１ｄＬ＝∫０
２π
ＲｃｏｓＢｄＬ＝２πＲｃｏｓＢ （９）

子午圈长度：

ｌ子午圈 ＝∫０
２π

ｇ槡 ２２ｄＢ＝２πＲ （１０）

球面面积：

Ｓ＝２∫０
π／２

∫０
２π

槡ｇｄＢｄＬ＝４πＲ
２ （１１）

至于椭球面的卯酉圈，子午圈的周长以及椭球

面的面积则不可能得到像球面上那样的封闭解析

式，因为牵涉到椭圆积分。不同的曲面空间有各自

不同的度量张量，或者说有不同的度量空间。此外，

曲面的弯曲程度体现了曲面在外部空间的形态，曲

面的高斯曲率与平均曲率反映了曲面的弯曲程度，

被称之为曲面的外蕴几何量。高斯曲率除了可根据

曲面的度量张量（第一类基本量）计算外，还可同时

使用第一类和第二类基本量进行计算，而平均曲率

必须同时采用第一类和第二类基本量才能计算得

到。对于ＷＧＳ８４椭球面而言，其第二类基本量的表
达式为：

Ｌ１１＝－Ｒ１ｃｏｓ
２Ｂ，Ｌ１２＝Ｌ２１＝０，Ｌ２２＝－Ｒ２ （１２）

德国学者赫兹（Ｈｅｉｔｚ）于２０世纪８０年代中期
把曲面理论系统地引入大地测量学中，对旋转椭球

面的内蕴几何量进行深入的研究，并给出了以椭球

面的第一类和第二类基本量为参数的有关椭球面的

内蕴与外蕴几何量的表达式。

既然曲面上的弧长、角度、面积等皆为该曲面的

内蕴几何量，那么就有理由认为该曲面上的弧长、角

度、面积发生的变化（线应变、剪应变、面应变）当然

也应属于该曲面上的内蕴几何学性质。

在大地测量中所采用的坐标系，无论是直角坐

标系、球坐标系或者椭球坐标系皆为正交曲线坐标

系，其中直角坐标系为一特例，在该坐标系中每一点

处的局部标架都不会因点位的不同而发生变化，因

为其度量张量为一常数，而其他的则会随点位而发

生变化，因为该点处的度量张量为点位函数。尽管

在不同坐标系的位移分量、应变与旋转张量表达式

各不相同，但在地表同一点处发生的位移、体应变与

面应变都是一个与坐标系选择无关的几何量，它们

都可在该点处的不同坐标系局部坐标标架中进行表

达。因此，不同坐标系之间的位移分量、应变与旋转

张量可以相互转换［９，１０］，其转换矩阵可由两个坐标

系的局部单位标架求出［９，１０］，由于转换矩阵为正交

矩阵，因此，不同坐标的应变与旋转张量皆为相似矩

阵。在这里，所谓“相似”，就是说无论从哪种坐标

系的应变与旋转张量矩阵皆可求出该点处的地壳形

变不变量———主应变及主方向、面应变与体应变，它

们都包含了该点处所有局部地形变信息，虽然不同

正交曲线坐标系的空间结构不同，但因它们的局部

单位坐标标架皆相交正交，并可相互转换，因此，在

用于地壳形变分析时都是相容洽的，也就是说，地壳

形变是与坐标系的选择无关。

５　结语
为了描述地壳质点在空间的位置以及在外力作

用下该位置如何随时间而改变，这就牵涉到“静

止”、“匀速直线运动”和“加速度”等概念。为了给

这些量以确定的含义，就必须选择一个不作加速度

的参照系，才能正确使用牛顿定律对地壳质点的地

壳运动进行正确的描述，但无论如何找不到这样一

个不作加速的参照系。我们现在通常使用的地固坐

标系实际上并不是一个理想的惯性系，因为它不停

地做着复杂的加速运动，既围绕（下站第１１７页）
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