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多核函数法在 ＧＰＳ时序资料处理中的应用
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摘　要　研究发现多核函数法具有如下特点：１）在 ＧＰＳ时序资料滤波中很容易完成不同频段信息的提取与分
离；２）缺失数据不太严重的情况下插值简单、精确；３）具有可解析性，参数及滤波值等精度评定严密；４）计算结果稳
定，矩阵不易产生病态；５）计算简便、省时。结合ＧＰＳ时序资料的处理，推荐出较为适用的多核函数，并指出了使用
中应注意的问题。

关键词　ＧＰＳ；时间序列；多核函数法；滤波；精度评定
中图分类号：Ｐ２０７　　　　文献标识码：Ａ

ＭＥＴＨＯＤＯＦＭＵＬＴＩＫＥＲＮＥＬＦＵＮＣＴＩＯＮＡＮＤＩＴＳＡＰＰＬＩＣＡＴＩＯＮ
ＩＮＧＰＳＴＩＭＥＳＥＲＩＥＳＤＡＴＡＰＲＯＣＥＳＳＩＮＧ

ＹａｎｇＢｏ，ＺｈａｎｇＦｅｎｇｓｈｕａｎｇａｎｄＨａｎＹｕｅｐｉｎｇ

（ＦｉｒｓｔＣｒｕｓｔＭｏｎｉｔｏｒｉｎｇａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎＣｅｎｔｅｒ，ＣＥＡ，Ｔｉａｎｊｉｎ　３００１８０）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｔｈｒｏｕｇｈｔｅｓｔｉｎｇａｎｄｓｔｕｄｙｉｎｇｏｎｔｈｅｔｅｃｈｎｉｑｕｅｏｆｍｕｌｔｉ－ｋｅｒｎｅｌｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｗｈｉｃｈｉｓａｎｅｗｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｔｅｃｈｎｉｑｕｅｐｒｏｐｏｓｅｄｉｎｒｅｃｅｎｔｙｅａｒｓ，ｉｔｉｓｆｏｕｎｄｔｈａｔｔｈｉｓｍｅｔｈｏｄｈａｓｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓａｓｆｏｌｌｏｗｓ：１）
ＩｔｉｓｅａｓｙｔｏａｃｃｏｍｐｌｉｓｈｔｈｅｅｘｔｒａｃｔｉｏｎａｎｄｓｅｐａｒａｔｉｏｎｏｆｄａｔａｏｆｖａｒｉｏｕｓｆｒｅｑｕｅｎｃｙｂａｎｄｄｕｒｉｎｇｔｈｅｆｉｌｔｅｒｉｎｇｏｆＧＰＳ
ｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓ．２）Ｉｔｉｓｓｉｍｐｌｅａｎｄａｃｃｕｒａｔｅｔｏｃｏｍｐｌｅｔｅｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｗｈｅｎｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌａｃｋｏｆｄａｔａｉｓｎｏｔｖｅｒｙ
ｂａｄｌｙ．３）Ｔｈｉｓｍｅｔｈｏｄｏｗｎｓａｎａｌｙｔｉｃｉｔｙ，ａｎｄｔｈｅａｃｃｕｒａｔｅｅｖａｌｕａｔｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｆｉｌｔｅｒｉｎｇｖａｌｕｅｓｉｓｒｉｇｏｒｏｕｓ；
４）Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｉｓｓｔａｂｌｅ，ａｎｄｉｔｉｓｎｏｔｅａｓｙｔｏｐｒｏｄｕｃｅｉｌｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｍａｔｒｉｘ．５）Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔｉｎｇｉｓｓｉｍｐｌｅ
ａｎｄｃｏｓｔｓｓｈｏｒｔｔｉｍｅ．ＴｈｒｏｕｇｈｓｏｍｅｅｘａｍｐｌｅｓｏｆｄａｔａｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｏｆＧＰＳｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓ，ｔｈｅｓｕｉｔａｂｌｅｍｕｌｔｉｋｅｒｎｅｌｆｕｎｃ
ｔｉｏｎｉｓｒｅｃｏｍｍｅｎｄｅｄ，ａｎｄｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｓｎｅｅｄｉｎｇａｔｔｅｎｔｉｏｎａｒｅｐｏｉｎｔｅｄｏｕｔｄｕｒｉｎｇｃｏｎｃｒｅｔｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ＧＰＳ；ｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓ；ｍｅｔｈｏｄｏｆｍｕｌｔｉｋｅｒｎｅｌｆｕｎｔｉｏｎ；ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ；ｐｒｅｃｉｓｉｏｎｅｖａｌｕａｔｉｏｎ

１　引言
最新的研究结果表明，ＧＰＳ时间序列观测值中

包含白噪声和闪烁噪声，有些测站噪声中还包含着

随机漫步噪声及各种周期成分［１－５］，而且非常丰富，

几乎涉及到了从甚高频到零频的各种信息。另一个

基本事实是观测资料不够连续，所以数据的处理与

分析不仅必要而且重要。目前，尽管滤波方法很多，

但能完全满足需求的方法并不多。样条函数法、最

小二乘配置法从理论上讲可以满足要求。但在实际

应用中，当时序数据较长时样条函数法解算有时不

太稳定，甚至崩溃；虽然最小二乘配置法是比较优秀
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的方法，但先验协方差阵的确定比较困难［６］，另外

计算耗时较长。因此，本文试图寻找一种功能较完

备且简单易行的方法。多核函数法不失为一种较优

秀的方法。

２　多核函数法

２．１　多核函数的基本思想
多核函数法的基本思想是任何数学表面和任何

不规则的圆滑表面，总可以通过一系列有规则的数

学表面的合成，以任意精度逼近。其数学表达式为：

ｆ（ｘ，ｙ）＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｃｊｑｊ（ｘ，ｙ，ｘｊ，ｙｊ） （１）

式中，ｑｊ（ｘ，ｙ，ｘｊ，ｙｊ）为核函数，（ｘｊ，ｙｊ）为核点的坐
标，ｃｊ为系数。一般说核函数是一个非常简单的曲
面形态函数，通常为“钵”形或“钟”形曲面函数。

根据Ｈａｒｄｙ的思想，将其引入到一维自变量的
情形。其数学表达式为：

ｆ（ｔ）＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｃｊｑｊ（ｔ，ｔｊ） （２）

２．２　核函数的选用
多核函数的逼近效果与效用不仅取决于核函数

的多少，还取决于核函数的选取与核函数点及其间

隔的选取。就核函数的选择来说，一般认为选择具

有比较简单形态的核函数即可。至于哪一种更合

适，看法也不尽相同［７］。经过对 ＧＰＳ时序资料的处
理，认为选用“钟”形函数较为理想。所选择的两种

核函数分别是倒数型（式（３））和高斯型核函数（式
（４））：

ｑｊ（ｔ，ｔｊ）＝１／（ｋ
ａ（ｔ－ｔｊ）

ａ＋ｂ） （３）

ｑｊ（ｔ，ｔｊ）＝ｅ
－ｋａ（ｔ－ｔｊ）ａ （４）

式中：ａ为幂次（ａ取何值为佳需结合应用的具体情
况而定），ｂ为滤波因子，ｋ为量刚因子；ｋ的取值，若
时序资料的时间以年为单位取１为宜；ｂ最佳取值
范围为相邻观测值的时间间隔，即 １天（０．００２７
年）；事实上，大一点或小一点均无明显的变化。影

响滤波的是核函数点 ｔｊ的选取，影响滤波效果的是
幂次ａ。现利用实际观测资料讨论它们的选取。图
１是ＪＩＸＮ站去掉线性成分后的东向时序观测结果
（为天津网的计算结果）。

假定时序观测序列为Ｆ（ｔ），其最优模型为：

ｆ（ｔ）＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｃｊｑｊ（ｔ，ｔｊ）＝ｑ

ＴＣ （５）

式中，ｑＴ＝（ｑ１，…，ｑｍ）为系数，Ｃ
Ｔ＝（ｃ１，…，ｃｍ）为待

定参数。根据最小二乘法可求解待定参数。因此可

列出误差方程为：

Ｖ＝ＱＣ－Ｌ （６）

图１　ＪＩＸＮ站去掉线性成分后的东向时序观测结果
Ｆｉｇ．１　Ｅａｓｔｗａｒｄｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｏｕｔｌｉｎｅａｒｃｏｍｐｏ

ｎｅｎｔａｔＪＩＸＮ

法方程为：

ＮＣ＋Ｗ＝０ （７）
Ｃ的求解表达式为：

Ｃ＝－Ｎ－１Ｗ （８）
式中，Ｑ为根据核函数ｑＴ＝（ｑ１，…，ｑｍ）所组成的误
差方程系数矩阵，Ｌ为由时间序列观测数据 Ｆ（ｔ）所
组成的观测值矩阵，Ｎ＝ＱＴＱ，Ｗ＝ＱＴＬ。此时，根据
所得残差Ｖ即可求出观测值中误差：

Ｍ＝± ∑ＶＴＶ
Ｎ－槡 ｍ （９）

式中Ｎ为观测值的个数。
为了有效观察，核函数点的选择从观测时间开

始按等间隔确定，等间隔值分别取 １０，２０，…，１００
天；幂次ａ的初始值设定为０．０５，增量为０．０１，逐渐
累加，并逐一计算其相应的中误差，并由此可获得表

示它们之间关系的倒数型（图２）和高斯型多核函数
的相关图像（图３），并以中误差的大小作为选择与
衡量其优劣的标准。

图２　倒数型多核函数的核函数点间隔、幂次与中误差
变化曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｈａｎｇｅｓｏｆｋｅｒｎｅｌｐｏｉｎｔｉｎｔｅｒｖａｌ，ｐｏｗｅｒａｎｄ
ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｒｅｃｉｐｒｏｃａｌｔｙｐｅｏｆｍｕｌｔｉ
ｋｅｒｎｅｌｆｕｎｔｉｏｎ
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图３　高斯型多核函数的核函数点间隔、幂次与中误差
变化曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｃｈａｎｇｅｓｏｆｋｅｒｎｅｌｐｏｉｎｔｉｎｔｅｒｖａｌ，ｐｏｗｅｒａｎｄ
ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅＧａｕｓｓｔｙｐｅｏｆｍｕｌｔｉｋｅｒｎｅｌ
ｆｕｎｔｉｏｎ

由图２、３可知：滤波结果与核函数点的间隔、幂
次值大小关系密切。实际上核函数点间隔的长短主

要体现了不同层次（频段）的信息，当核函数点的间

隔越长，所显现的信息越趋于低频，故而中误差就越

大，反之亦然；然而，幂次值大小则决定同一层次信

息的滤波效果或质量。尤其对于倒数型多核函数来

说，幂次取值的大小显得非常重要，图２中的结果清
晰说明：幂次值较小时误差较大，当幂次值较大时又

存在计算结果不稳定或失败的可能。虽然，随着核

函数点间隔的延长，计算结果的稳定性相对加强，但

不能仅以此来确定幂次值大小的选择，因为它已属

于不同层面的滤波。所以，综合来看，倒数型核函数

的幂次值取２．８是一个较优的选择。图３的结果说
明：高斯型核函数的计算结果较前者稳定，中误差随

着幂次值在０～３区间内增大而变小并趋于相对平
稳，但当幂次值大于３时也有一定的跳动。综合来
看，高斯型核函数的幂次值取２．８也是一个较优的
选择。它们具体形式为：

ｑｊ（ｔ，ｔｊ）＝１／（ｋ
２．８（ｔ－ｔｊ）

２．８＋０．００２７） （１０）

ｑｊ（ｔ，ｔｊ）＝ｅ
－ｋ２．８（ｔ－ｔｊ）２．８ （１１）

２．３　精度评定公式
单位权中误差估值为：

Ｍ０＝±
∑ＶＴＰＶ
Ｎ－槡 ｍ （１２）

参数Ｃ的方差为：
Ｄｃ＝Ｍ

２
０Ｎ

－１ （１３）
滤波值ｆ（ｔ）（包括插值点）的方差为：

Ｄｆ（ｔ）＝ｑ
ＴＤｃｑ （１４）

两时间点间差异变化 ｆ（Δｔ）＝ｆ（ｔｊ）－ｆ（ｔｉ）的方差
为：

Ｄｆ（Δｔ）＝Δｑ
ＴＤｃΔｑ （１５）

式中Δｑ＝ｑｔｊ－ｑｔｉ。

２．４　多核函数应用中应注意的问题
由上可知多核函数的求解逼近较为简单，但功

用却比较完备。不但可以进行各种频段的滤波，由

于其解析性还可进行有效的插值和严密的精度评定

等。但在使用中仍然要注意一些问题：１）对于单调
的趋势变化为主的时间序列（线性变化），在资料的

时间较长、观测累计值较大的情况下，当核函数点选

择较稀疏（分离低频信息）时，计算误差会有所增

加，这时最有效的处理是暂时性剔出线性项，使所有

观测值之和等于或趋于零；

２）进行滤波时核函数点的间隔一定要等长，否
则滤波的频段性会受到影响，误差也会有所增大；

３）上述结果的选定是以年为单位，若观测值是
以天为单位时值取１／３６５．２４。尽管我们是根据一
个台站的时序资料所给出的选定结果，经过诸多的

计算结果均很一致，在众多台站的实用中效果都很

好。

３　实例比较
以蓟县站为例观察两种核函数的滤波效果。核

函数点时间间隔为１０天、５０天、１００天时，ＪＩＸＮ站
东向观测数据（剔出线性向后）的滤波曲线结果如

图４所示。
图４的结果清楚地说明，不论采用哪一种核函

数，其滤波曲线均受控于核函数点的间隔的大小。

当核函数点间隔越大，其滤波曲线越光滑，变化信息

越趋于低频，反之亦然。详细观察图４还可知，当核
点间隔为１０天（图４（ａ）、（ｂ））、５０天时（图４（ｃ）、
（ｄ）），两种核函数的拟合曲线近乎完全一致（（ａ）、
（ｃ）与（ｂ）、（ｄ）），时间间隔为１００天时（图４（ｅ）、
（ｆ）），存在一些微小的差别，高斯型的则显得更加
光滑。这说明两种方法的滤波结果相当。根据式

（９），我们又分别计算了两种方法在不同核点时间
间隔下的中误差（表１和图５）。

表１　ＪＩＸＮ站各种时间间隔两种方法的中误差
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒｓｏｆｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓｕｎｄｅｒｖａ

ｒｉｏｕｓｔｉｍｅｉｎｔｅｒｖａｌｓａｔＪＩＸＮ

核点间隔

（天）

高斯型

（ｍｍ）
倒数型

（ｍｍ）
核点间隔

（天）

高斯型

（ｍｍ）
倒数型

（ｍｍ）
１０ １．４９ １．４９ ７０ １．８８ １．８６
２０ １．５８ １．５８ ８０ １．９０ １．９１
３０ １．６５ １．６４ ９０ １．９４ １．９４
４０ １．７３ １．６９ １００ １．９４ １．９５
５０ １．８５ １．８５ １５０ １．９７ ２．００
６０ １．８６ １．８５ ２００ ２．０６ ２．０７
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图４　ＪＩＸＮ站东向观测结果（蓝色曲线）和３种情况下的滤波结果（红色曲线）
Ｆ ｉｇ．４　ＥａｓｔｗａｒｄｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓａｔＪＩＸＮ（ｂｌｕｅｃｕｒｖｅｓ）ａｎｄｔｈｅｆｉｌｔｅｒｅｄｒｅｓｕｌｔｓ（ｒｅｄｃｕｒｖｅｓ）ｕｎｄｅｒｔｈｒｅｅｋｉｎｄｓｏｆｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

图５　核点间隔与中误差的关系曲线
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｂｅｔｗｅｅｎｋｅｒｎｅｌｐｏｉｎｔｉｎｔｅｒｖａｌａｎｄ

ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒ

从表１不难得出结论：在相同的核点时间间隔
下，由两种核函数所得到的中误差结果非常接近。

图５显示出核点间隔在１０～５０天内中误差变化最
快（上升速度），其次是５０～９０天，超过９０天则明
显减慢，它可能表明误差在不同频谱范围（白噪声、

闪烁噪声和随机漫步噪声）所占的比重，９０天以上
时则不排除某种动态变化信息被中误差吸收。图６
是北京房山台（ＢＪＦＳ）核点间隔为１０天所得到东向
滤波结果和相应的误差结果。滤波值的平均误差约

０．７ｍｍ。两端点的误差较大，为模型端点效应所
致。

４　结语
多核函数法对时序列资料的滤波、信息分离与

提取等处理来说不失为一种较优秀的方法，同时它

还兼有计算简单、功能完备、方法较严谨的优点。由

于可获得解析形式，还可进一步在此基础上进行数
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图６　ＢＪＦＳ台东向观测结果（绿色曲线）、核点间隔为１０
天滤波结果（蓝色曲线）及其误差（红色曲线）

Ｆｉｇ．６　ＥａｓｔｗａｒｄｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓａｔＢＪＦＳ （ ｇｒｅｅｎ
ｃｕｒｖｅ），ｔｈｅｆｉｌｔｅｒｅｄｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｋｅｒｎｅｌｐｏｉｎｔｉｎｔｅｒ
ｖａｌｂｙｔｅｎｄａｙｓ（ｂｌｕｅｃｕｒｖｅ）ａｎｄｔｈｅｉｒｅｒｒｏｒｓ（ｒｅｄ
ｃｕｒｖｅ）

据处理，如计算速度、加速度等。除此之外，在一定

条件下进行数据内插时，准确易行。至于哪一种核

函数更好，现很难给出其明确的结论，根据我们的使

用经验，采用高斯型核函数似乎更稳健一些。

致谢　感谢杨国华、王敏研究员为本项研究所给予
的细心指导与帮助！
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