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ＩＧＳ精密星历内插与拟合法精度的比较
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摘　要　对ＧＰＳ卫星精密星历Ｌａｇｒａｎｇｅ插值、Ｎｅｖｉｌｌｅ插值、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式拟合以及 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式拟合算法
进行了比较分析。结果表明，插值算法在８阶时计算精度最高，拟合算法最佳阶数为９；相同阶次的插值算法精度
相同，相同阶次的拟合算法精度相同；相同阶次的拟合算法适用的历元时段较插值算法长。
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１　引言
ＩＧＳ（ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＧＰＳＳｅｒｖｉｃｅ，国际 ＧＰＳ服务）

发布的ＧＰＳ精密星历精度优于５ｃｍ，但采样率为１５
分钟，不能满足 ＧＰＳ数据后处理的需要，因此有必
要采用合理的数学模型计算所需历元时刻的卫星坐

标［１，２］。目前，利用 ＩＧＳ精密星历求任意时刻卫星
坐标的方法可分为插值法和拟合法两大类。常用的

插值法如 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值、Ｎｅｖｉｌｌｅ插值等；常用的拟
合法包括Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式拟合和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式
拟合。

本文在分析Ｌａｇｒａｎｇｅ插值、Ｎｅｖｉｌｌｅ插值、Ｃｈｅｂｙ
ｓｈｅｖ多项式拟合和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式拟合算法特点
的基础上，通过数值模拟计算比较不同阶次每种算

法的精度高低，并确定出４种算法计算 ＧＰＳ卫星坐
标并且误差小于１ｃｍ所需的最低阶数。
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２　插值算法与拟合算法的数学模型

１）Ｌａｇｒａｎｇｅ插值［３－７］

设有ｎ＋１个节点时刻ｔ０，ｔ１，…，ｔｎ，对应的精密
星历为ｙ０，ｙ１，…，ｙｎ，则计算任意时刻ＧＰＳ卫星坐标
的ｎ阶插值多项式可写为

ｙ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝０

（ｔ－ｔ０）…（ｔ－ｔｉ－１）（ｔ－ｔｉ＋１）…（ｔ－ｔｎ）
（ｔｉ－ｔ０）…（ｔｉ－ｔｉ－１）（ｔｉ－ｔｉ＋１）…（ｔｉ－ｔｎ）

ｙｉ

（１）
２）Ｎｅｖｉｌｌｅ插值［５，８］

设在ｎ＋１个节点时刻 ｔ０，ｔ１，…，ｔｎ上卫星精密
星历分别为 ｙ０，ｙ１，…，ｙｎ。令 Ｐｉ，０＝ｙｉ（ｉ＝０，１，…，
ｎ），则有

Ｐｉ，ｊ＝
（ｔ－ｔｉ）Ｐｉ－１，ｊ－１－（ｔ－ｔｉ－ｊ）Ｐｉ，ｊ－１

ｔｉ－ｊ－ｔｉ
（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ） （２）

详细的算法流程见表１。

表１　Ｎｅｖｉｌｌｅ算法流程
Ｔａｂ．１　Ｎｅｖｉｌｌｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｌｏｗ

历元时刻 第１步 第２步 第３步 … 第ｎ步
ｔ０ Ｐ０，０
ｔ１ Ｐ１，０ Ｐ１，１
ｔ２ Ｐ２，０ Ｐ２，１ Ｐ２，２
    

ｔｎ Ｐｎ，０ Ｐｎ，１ Ｐｎ，２ … Ｐｎ，ｎ

由表１可以看出，若Ｎｅｖｉｌｌｅ插值的精度不满足
要求，此时只须遵照表１直接增加节点即可，无需重
新计算系数。这是 Ｎｅｖｉｌｌｅ插值较 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值的
最大优势所在。当 Ｐｉ，ｊ－Ｐｉ－１，ｊ－１ ＜ε（ε为设定的
阈值）时，Ｐｉ，ｊ即为任意时刻 ＧＰＳ卫星在 ＷＧＳ８４坐
标系中的位置。

３）Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式拟合［３，９，１０］

由于 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式只适用于自变量区间为
［－１，１］的情况，因此在时间段［ｔ０，ｔ０＋Δｔ］内（ｔ０为
初始时刻，Δｔ为拟合时间长度）采用 ｎ阶 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
多项式拟合时，首先需要利用公式

τ＝
２（ｔ－ｔ０）
Δｔ

－１　ｔ∈［ｔ０，ｔ０＋Δｔ］ （３）

将变量ｔ的区间归化到［－１，１］。则由文献［３］可
知，ＧＰＳ卫星坐标的 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ拟合多项式可表示
为

ｙ（τ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ＣｙｉＴｉ（τ） （４）

式中，ｎ为多项式阶数；Ｃｙｉ为多项式系数；Ｔｉ（τ）为第
ｉ阶Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式，可通过其具有的下列递推关
系求出：

Ｔ０（τ）＝１，Ｔ１（τ）＝τ，Ｔｎ（τ）＝２τＴｎ－１（τ）－Ｔｎ－２（τ）
（ｎ＝２，３，…） （５）

在时间段［ｔ０，ｔ０＋Δｔ］内选取ｍ（ｍ＞ｎ＋１）个节
点历元，由式（４）可得到该 ｍ个历元时刻的 ＧＰＳ卫
星拟合坐标（含未知数 Ｃｙｉ）。将拟合坐标与已知的
ＩＧＳ精密星历求差，即

Ｖ＝ｙ－Ｙ （６）

式中，Ｖ＝

Ｖ（τ１）

Ｖ（τ２）

Ｖ（τｍ









）ｍ×１

，ｙ＝ＢＣ，

Ｂ＝

Ｔ０（τ１） Ｔ１（τ１） … Ｔｎ（τ１）

Ｔ０（τ２） Ｔ１（τ２） … Ｔｎ（τ２）

  

Ｔ０（τｍ） Ｔ１（τｍ） … Ｔｎ（τｍ













）ｍ×ｎ

Ｃ＝

Ｃｙ０
Ｃｙ１

Ｃｙ












ｎ ｎ×１

；Ｙ＝

Ｙ（τ１）

Ｙ（τ２）

Ｙ（τｍ









）ｍ×１

，Ｙ（τｉ）表示节点时刻

的ＩＧＳ精密星历。
根据最小二乘 ＶＴＰＶ＝ｍｉｎ准则，可知 Ｃ＝

（ＢＴＰＢ）－１ＢＴＰＹ。由于各卫星轨道为等权观测，所
以Ｐ为单位阵，因此求解多项式系数矩阵的表达式
可改写成Ｃ＝（ＢＴＢ）－１ＢＴＹ。将 Ｃ回代入式（４）即
可得到求解任意时刻 ＧＰＳ卫星坐标的拟合多项式
（仅含未知数τ）。
４）Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式拟合［３］

与Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式拟合类似，归化时间ｔ的区
间后，ＧＰＳ卫星坐标的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ拟合多项式可表示
为

ｙ（τ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ＣｙｉＰｉ（τ） （７）

式中，ｎ为多项式阶数；Ｃｙｉ为多项式系数；Ｐｉ（τ）为第
ｉ阶 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式，可通过其具有的下列递推关
系求出：

Ｐ０（τ）＝１，Ｐ１（τ）＝τ，Ｐｎ（τ）＝
２ｎ－１
ｎ τＰｎ－１（τ）－

ｎ－１
ｎ Ｐｎ－２（τ）（ｎ＝２，３，…） （８）

式（７）中多项式系数矩阵同样需要根据最小二
乘准则来求解，这里不再一一赘述。

３　插值与拟合法实例分析
为了能客观如实地反映上述４种方法的计算精

度，本文通过数值算例从精度、阶数和历元间隔３个
方面进行比较。详细的分析比较可分为３个过程，
首先比较Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式拟合与 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式

８７
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拟合的精度；其次分别利用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ拟合多项式
和Ｌｅｇｅｎｄｒｅ拟合多项式计算出两套若干个等时间
间隔的 ＧＰＳ卫星坐标；最后用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ拟合多项
式计算出的坐标比较 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值、Ｎｅｖｉｌｌｅ插值与
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式拟合的精度，而 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ拟合多项
式计算出的坐标用于比较 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值、Ｎｅｖｉｌｌｅ插
值与Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式拟合的精度。
３．１　拟合算法的精度比较

在ＩＧＳ发布的精密星历中，选取２００７年８月１５
日在时间段０时０分０秒至２时１５分０秒内 ＰＲＮ
（ＰｓｅｕｄｏＲａｎｄｏｍＮｏｉｓｅ，随机噪声码）为１的 ＧＰＳ卫
星星历，将其作为真值。分别采用不同阶次的 Ｃｈｅ
ｂｙｓｈｅｖ多项式和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式拟合 ＧＰＳ卫星轨
道，并将计算结果进行比较（表２）。

表２　拟合算法的计算结果（单位：ｃｍ）
Ｔａｂ．２　 Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｆｉｔｔｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ｕｎｉｔ：ｃｍ）

算法 阶次
ＭＡＸＤ ＲＭＳ

Ｘ Ｙ Ｚ Ｘ Ｙ Ｚ

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
７ ６．６１４０．４２２０．８７５３．５７３０．２３９０．４７２
８ ０．１１５０．６０６０．３３４０．０６４０．３３５０．０１９
９ ０．０２７０．０４４０．００３０．０１４０．０２３０．００２

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
７ ６．６１４０．４２２０．８７５３．５７３０．２３９０．４７２
８ ０．１１５０．６０６０．３３４０．０６４０．３３５０．０１９
９ ０．０２７０．０４４０．００３０．０１４０．０２３０．００２

一般来说，卫星单点定位误差的量级大体上与

卫星星历误差的量级相当［２］；因此由表２可知，当阶
数达到８时两种精密星历拟合算法均能满足厘米级
的精密单点定位的需要。另外，通过大量的数值模

拟计算发现，采用相同阶次的 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式和
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式拟合 ＧＰＳ卫星轨道的误差在毫米
量级上完全相等，表２亦能体现。
３．２　Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式拟合与插值算法的精

度比较

通过对拟合算法进行数值模拟计算发现，采用

９阶Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ和Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式拟合 ＧＰＳ卫星精
密星历，误差小于１ｍｍ。因此，在比较 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多
项式拟合和插值算法的精度时，本文采用９阶 Ｃｈｅ
ｂｙｓｈｅｖ多项式计算在时间段０时１０分０秒至１时
５０分０秒内 ＧＰＳ卫星坐标（精确到毫米），并将其
作为真值。

在指定时间段内，从求取的真值中等历元间隔

（大于５分钟）选取ＧＰＳ卫星坐标，分别采用不同阶
次的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ、Ｌａｇｒａｎｇｅ和 Ｎｅｖｉｌｌｅ多项式计算等间
隔为５分钟的 ＧＰＳ卫星坐标，并与用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多
项式求取的真值比较，结果见表３。

由表３可知，相同阶次的 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值与 Ｎｅｖ
ｉｌｌｅ插值的最大误差和精度完全相同，通过大量数值
计算也进一步验证了 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值和 Ｎｅｖｉｌｌｅ插值
的一致性［９］；并且两种插值算法均在８阶时达到最
佳。另外，Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式拟合算法在８阶和９阶
时较插值算法理想，并且没有出现精度衰减现象。

表３　数值计算结果（单位：ｃｍ）
Ｔａｂ．３　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ（ｕｎｉｔ：ｃｍ）

算法 阶次
ＭＡＸＤ ＲＭＳ

Ｘ Ｙ Ｚ Ｘ Ｙ Ｚ

Ｌａｇｒａｎｇｅ
７ ０．７９１０．２４１０．２２２０．２４００．０６９０．０５９
８ ０．１７２０．１８９０．１７８０．０５８０．０５７０．０４８
９ ０．２７８０．２１００．２２７０．０７２０．０６１０．０５６

Ｎｅｖｉｌｌｅ
７ ０．７９１０．２４１０．２２２０．２４００．０６９０．０５９
８ ０．１７２０．１８９０．１７８０．０５８０．０５７０．０４８
９ ０．２７８０．２１００．２２７０．０７２０．０６１０．０５６

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
７ １．５７１０．３１５０．２８５０．５７６０．１０３０．０８７
８ ０．１２９０．１６１０．１１２０．０３９０．０５１０．０３３
９ ０．１１７０．１２２０．１５００．０４４０．０４３０．０４３

３．３　Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式拟合与插值算法的
精度比较

与３．２类似，首先采用９阶 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式计
算在时间段０时１０分０秒至１时５０分０秒内 ＧＰＳ
卫星坐标，并将其作为真值。值得注意的是，精确到

毫米时，两种拟合算法的计算结果完全一致。这就

导致了在比较Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式拟合和插值算法的
精度时，插值法的计算结果与表３中所列数据完全
一致。下面仅给出Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式的计算结果。

表４　Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式拟合结果（单位：ｃｍ）
Ｔａｂ．４　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＣｈｅｂｙｓｈｅｖｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇ（ｕｎｉｔ：ｃｍ）

算法 阶次
ＭＡＸＤ ＲＭＳ

Ｘ Ｙ Ｚ Ｘ Ｙ Ｚ

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
７ １．５７１０．３１６０．２８５０．５７６０．１０３０．０８７
８ ０．１２９０．１６１０．１１２０．０３９０．０５１０．０３３
９ ０．１１７０．１２２０．１５００．０４４０．０４３０．０４３

表４进一步说明了相同阶次的 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项
式和Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式拟合 ＧＰＳ卫星轨道的精度相
同。另外，由于拟合算法在８阶时的最大误差较９
阶时大，而均方差较９阶时小，因此９阶多项式拟合
的坐标残差波动的幅度较８阶小；并且由于９阶多
项式拟合的历元时段较８阶长，因此在实际工程应
用中拟合算法当取９阶。综合表３和表４，可知相
同阶次的拟合算法适用的历元时段较插值算法长，

并且计算ＧＰＳ卫星的坐标残差波动的幅度较插值
算法小。

９７
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通过实例分析得到插值算法的最佳阶数为８，
而拟合算法的最佳阶数为９，但对８阶插值算法和９
阶拟合算法的残差波动幅度尚不清楚，为此特给出

图１。

图１　８阶插值残差
Ｆｉｇ．１　Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｒｅｓｉｄｕａｌｓｉｎｅｉｇｈｔｏｒｄｅｒ

从图１中可以看出，插值算法的残差总体波动
幅度较拟合算法大。另外，无论是插值算法还是拟

合算法均会在端点附近产生龙格（Ｒｕｎｇｅ）震荡现
象。通过大量数值计算发现，震荡现象发生的时间

段为１０分钟左右。这是由插值多项式和拟合多项
式的数学特性引起的。因此在实际工程应用中应考

虑采用９阶多项式拟合算法求解任意时刻的 ＧＰＳ
卫星坐标。

４　结论
１）Ｌａｇｒａｎｇｅ插值和 Ｎｅｖｉｌｌｅ插值的实质是一致

的。与Ｌａｇｒａｎｇｅ插值不同的是，当阶数增加时，Ｎｅｖ
ｉｌｌｅ插值的原有计算仍有价值，无需重新计算。另
外，Ｌａｇｒａｎｇｅ插值和Ｎｅｖｉｌｌｅ插值的最佳阶数均为８；
２）相同阶次的 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值与 Ｎｅｖｉｌｌｅ插值的

误差大小和精度相同；相同阶次的 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项
式和Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式拟合的误差大小和精度相同。
但相同阶次的插值算法残差总体波动幅度较拟合算

法大；

３）插值算法和拟合算法计算 ＧＰＳ卫星坐标的
过程，可以理解成是叠加若干个曲线段逼近 ＧＰＳ卫
星运行轨迹的过程。因此，每一种方法均存在一个

最佳的时间长度，在这一时间长度内计算，残差最

小，精度最高。通过大量数值计算，从精度、阶数和

历元间隔３方面衡量，得到用９阶拟合多项式求解
ＧＰＳ卫星坐标效果最好。
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