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基于正交最小二乘多面函数构建

局域海洋地磁场模型研究


常宜峰　柴洪洲　王　敏
（解放军信息工程大学测绘学院，郑州　４５００５２）

摘　要　针对多面函数拟合局域海洋地磁场模型中质量控制和节点选择问题，提出使用抗差估计与正交最小二
乘原理相结合的方法。在质量控制过程中，将局部有显著起伏的采样点视为异常观测值，采用抗差估计减弱异常

值点的不利影响。在节点选择中，使用基于正交最小二乘原则判断节点的贡献效力大小，按照此原则自适应地选

择节点。结果表明，基于正交最小二乘原理的多面函数法的精度和稳定性更好，更适于构建局域海洋地磁场模型。
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１　引言
地磁场在了解地球内部的物质分布和辅助导航

中有重要用途，其中，地磁场模型起着非常重要的作

用。常用的是泰勒多项式模型，优点是计算简单，但

地磁数据存在较大跳变性，难以取得较高的精度。

１９７１年Ｈａｒｄｙ给出了多面函数拟合法，１９７６年用于
重力异常和大地水准面差距计算，１９７８年用于地壳

形变计算，２００９年赵建虎将此方法引入局域海洋地
磁场建模中，并提出分区建模来提高精度［１］。多面

函数是利用一些规则的数学曲面来逼近实际曲面，

从而获得较高的精度。本文提出将抗差估计与正交

最小二乘相结合来拟合局域海洋地磁场模型。

对于多面函数模型，核函数的选择和节点的确

定至关重要。对于核函数，已有学者进行过深入研

究。正双曲面函数构建的模型在检查点上的误差分
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布和精度统计参数均优于倒双曲面函数，并且正双

曲面核函数构造的模型精度随平滑因子的变化平缓

而相对稳定，倒双曲面函数构造的模型精度变化剧

烈且最优平滑因子相对较大，而过大的平滑因子可

能造成局部模型失真，尤其对于地磁变化相对较大

的数据的拟合，在此取正双曲面函数，平滑因子取

０．１［１］。对于节点的选择，通常是直接取采样点，可
是选择节点不同产生的结果也不同，具有一定的随

意性。由于每个节点对拟合结果贡献是不同的，有

学者采用ｔ检验或逐步回归的方法来选择节点，得
到的效果较好［２］。本文利用正交最小二乘原理的

基本思想，首先将误差方程系数正交化，并计算观测

向量与正交化向量之间的夹角，节点对曲面拟合的

贡献就用夹角的大小来表示。按照这种原则方法依

次选择合适的节点，完成自主选择节点的目的［３］。

此方法的优点是既保证了拟合的精度又兼顾了拟合

的稳定性。

２　基于抗差估计的质量控制
在测量过程中受到各种因素的影响，可能出现

异常观测数据，一般的质量控制是采用判断测量值

与对应趋势面拟合值之间差值大小的趋势面法来进

行的。趋势面分析方法是将短尺度的、局部的变化

看作随机的和非结构的噪声，因此当局部区域变化

比较剧烈时，可将其视作异常观测。但是单纯的趋

势面拟合并不具备抗差的能力，故本文引入抗差估

计理论［４，５］，采用抗差趋势面法进行质量控制。

趋势面函数如下式所示

ｚ^＝∑
ｎ

ｉ＝０
∑
ｎ

ｊ＝０
αｉｊｘ

ｉｙｊ （１）

其中，αｉｊ（ｉ＝０，…，ｎ，ｊ＝０，…，ｎ）为待求系数，（ｘ，ｙ）
为观测点坐标，^ｚ为对应的磁力观测值。如果有 ｍ
个观测点，应用最小二乘准则即可解得多项式系数。

设有误差方程

Ｖ＝ＡＸ－ｌ （２）
根据抗差估计理论，以及等价权理论可得

Ｘ^（ｋ＋１）＝（ＡＴ珔Ｐ（ｋ）Ａ）－１ＡＴ珔Ｐ（ｋ）Ｚ （３）
其中，等价权为 珋ｐ（ｋ），利用ＩＧＧⅢ权函数确定：
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ｉ ；取 σ^（ｋ）ｉ ＝ｍｅｄ ｖ{ }ｋ
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０．６７４５；ｋ０和ｋ１分别取１．０～２．０和２．５～４．０，根
据磁力异常变化情况作相应调整。实验发现，在地

磁异常变化比较剧烈的区域可以适当的将 ｋ０和 ｋ１

取值变小，在变化比较平缓的区域则可适当将取值

变大。

利用该模型计算均方差 σ和测量值处的估值，
并计算两者的偏差来判断测量值 ｚｉ是否异常：
ｚｉ－^ｚ（ｘｉ，ｙｉ）是否大于 ３σ，如果大于则标定为异
常值，并剔除；否则就接受。其中，均方差 σ＝

ＶＴＰＶ／（ｍ－ｎ－１槡 ）。

３　基于正交最小二乘法节点选择
经过质量控制后，再对剩下的残差进行拟合。

根据多面函数原理有，

ｚ（ｘ，ｙ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
βｉＱ（ｘ，ｙ，ｘｉ，ｙｉ） （５）

其中，ｎ为节点个数，（ｘｉ，ｙｉ）为节点坐标，βｉ为模型
系数，Ｑ（ｘ，ｙ，ｘｉ，ｙｉ）为二次核函数，一般取正双曲函
数（如下式），δ２为模型的平滑因子（本文取０．１）。

Ｑ（ｘ，ｙ，ｘｉ，ｙｉ）＝ （ｘ－ｘｉ）
２＋（ｙ－ｙｉ）

２＋δ槡
２ （６）

在已知有限测量数据的情况下求解方程，重要

的是节点的选择，一般情况下直接取均匀分布在研

究区域内的观测点，如果选择所有的采样点作为节

点，可能会出现内符合精度虚高，推估和内插精度无

法保证的情况。特别在采样点受异常误差污染时，

拟合精度会更低。为解决以上问题，本文在此引入

基于正交最小二乘原理的思想来建立一种自主选择

节点的方法。

在ｍ个磁力数据中选择ｎ个数据建模，即
Ｚｍ×１＝Ａｍ×ｎＸｎ×１ （７）

其中，Ｘ为模型系数，Ａ为核函数矩阵，由最小二乘
原理得，

Ｘ＝（ＡＴＡ）－１ＡＴＺ （８）
模型精度评价指标为［６］
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∑
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先假设选取所有的采样点为节点，即 ｍ＝ｎ，此
时构建的误差方程系数阵为
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其中，
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从式（１１）可以看出，每个ａｉ对求系数β的决定
效力是有差别的，即每一节点对函数拟合的影响是

不同的，故提供了一种评价准则，便于依照节点贡献

效力的大小来选择节点。

下面就引入一种表示节点贡献大小的原则，将

式（５）表示成向量形式，

Ｚ＝∑
ｍ

ｋ＝１
βｋａｋ （１２）

假设ａｋ之间是相互正交的，则左乘βｋａ
Ｔ
ｋ有，

βｋａ
Ｔ
ｋＺ＝βｋ（β１ａ

Ｔ
ｋａ１＋…＋βｋａ

Ｔ
ｋ＋…＋βｍａ

Ｔ
ｍ） （１３）

两边求和并移项得

１＝
∑
ｍ

ｋ＝１
β２ｋ ａｋ

２

ＺＴＺ
（１４）

定义η为选择ｔ（ｔ≤ｍ）个节点的列向量时的总
贡献

η＝
∑
ｔ

ｋ＝１
β２ｋ ａｋ

２

ＺＴＺ
（１５）

η的值在０到１之间。并且当 ｔ越大，η就越大，表
明逼近程度越高；当 ｔ＝ｍ时，η＝１，此时选择了所
有的采样点，拟合误差为零，逼近精度最高。但由于

没有多余观测，可靠性较差，为此应根据每个基矢量

的贡献大小来选择若干节点，使 η足够大且有多余
观测。

要想使η最大，即需使 βｋ取最大值，在式（１２）
两边同时左乘ａＴｋ，可得

βｋ＝
ａＴｋＺ
ａＴｋａｋ
　（ｋ＝１，…，ｔ） （１６）

显然，要使βｋ取得最大值，需向量 ａｋ与观测向
量Ｚ之间的夹角θａｋＺ最大，即

θａｋＺ＝
ＺＴａｋ
Ｚ ａｋ

（１７）

其具体计算步骤为：

１）将所有的采样点视为剩余节点，计算系数阵
Ａ，ｍ个列向量可记为ａ１，ａ２，…，ａｍ；
２）计算Ｚ与ａｋ之间的夹角，求得最大值
θａｋＺ＝ｍａｘ（θａｋＺ）　（ｋ＝１，２，…，ｍ） （１８）

式（１８）表明ａｊ对 Ｚ的贡献最大，于是可将与 ａｊ相
对应的坐标（ｘｊ，ｙｊ）选为节点。
３）按照最小二乘原理解算系数β

β＝（ＡＴＡ）－１ＡＴＺ （１９）
其中，Ａ＝ ａ[ ]ｊ，计算残差Ｖ，视其是否满足所设定的
精度要求，若满足精度要求，终止计算；否则对剩余

的ｎ－１个向量作施密特正交化，使之正交于 ａｊ，得
到ａ２１，ａ

２
２，…，ａ

２
ｎ－１。

４）重复步骤２）～３），每次都可以找出一个新

的ａｊ，分别记为 ａ
２
ｊ，ａ

３
ｊ，…，ａ

ｐ
ｊ，并将其依次加入到 Ａ

矩阵中，即更新 Ａ＝ ａｊａ
２
ｊａ
３
ｊ… ａ[ ]ｐｊ，直到找出 ｐ个

节点，并能保证满足精度要求为止。

４　实验分析
为验证以上所述方法在局域海洋地磁场模型建

立中的有效性，采用某测区海洋磁力测量的数据进

行计算和分析。该测区定位系统采用 ＮＧＤ６０型差
分ＧＰＳ定位系统，船载磁力仪采用美国 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｓ
公司的Ｇ８８１型海洋磁力仪，共有１６８１个测量数
据。经过了各项的改正，测区的等值线如图１所示。
均匀选取其中的４４１个数据作为已知的测量点，将
剩余的测量数据作为外部的检核点，分别使用多面

函数法、正交最小二乘多面函数法、基于抗差趋势面

的多面函数法和基于抗差趋势面的正交最小二乘多

面函数法，４种方法进行计算（表１，其中最大值和
最小值是指模型计算结果与实测值的偏离的最大和

最小值，平均值是所有偏离量的算数平均值，均方误

差是对外部检核点的综合评价指标）。

从表１可以看出，直接使用多面函数和正交多
面函数进行拟合，均方误差分别可达１７ｎＴ和１５ｎＴ，

图１　某测区磁力异常分布
Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｍａｇｎｅｔｉｃａｂｎｏｒｍｉｔｙｉｎｔｈｅｓｔｕｄｉｅｄａｒ

ｅａ

表１　不同拟合方法的结果比较（单位：ｎＴ）
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎａｍｏｎｇｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

（ｕｎｉｔ：ｎＴ）

组合方法 最大值 最小值 平均值 均方误差

多面函数 ５０．８７２４ －３９．６１４５ ０．６５２３ １７．４２８２
正交

多面函数
５２．９５５２ －３７．３９５３ ０．６６０５ １５．４４９８

基于抗差

趋势面的

多面函数

１５．９７９８ －４２．９６５５－８．４１１４ １２．１３２０

基于抗差趋

势面的正交

多面函数

３２．２３５３ －２５．５４４７ ０．２７７１ ７．５１１８
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平均值都在０．６ｎＴ左右，说明模型的集中程度较
好，两者所得到的精度基本相当，但正交多面函数法

略好于多面函数法，并且都有所偏大。加上抗差估

计趋势面进行质量控制之后，同样比较两种方法的

计算结果，均方误差分别为１２ｎＴ和７ｎＴ，精度提高
了４１％，平均值分别为 －８．４ｎＴ和０．２ｎＴ，基于抗
差趋势面的多面函数出现了明显的系统偏差，分析

原因是多面函数法对节点没有选择性，不是选择一

些特征节点进行建模，而是将所有的节点作为建模

节点，从而引入了一些系统误差，进而产生了系统性

偏差。比较多面函数和基于抗差趋势面的多面函

数，增加了抗差以后，精度由 １７ｎＴ变为 １２ｎＴ；同
样，对正交多面函数增加了抗差以后，精度由１５ｎＴ
变为７ｎＴ，说明基于抗差趋势面的质量控制可以减
小一部分不良影响。综合表明基于抗差趋势面的正

交多面函数法总体上要优于以上其他３种方法。
图２和图３分别是使用基于抗差趋势面的正交

多面函数法和基于抗差趋势面的多面函数法拟合的

检验点的残差分布图，从图中可以看出，图２的残差
分布相对更为集中，且普遍都靠近零点。

为进一步验证按照正交多面函数法选择节点的

多少与所得模型拟合精度之间的关系，依次计算了

选择个检验点时的均方误差，并将用正交多面函数

选择的节点个数与拟合的均方误差的关系绘制成图

４。
从图４可以看出，随着选择的节点个数的增加，

均方误差逐渐减少。在采用２５０个节点时，精度已
经达到了１７ｎＴ，基本上相当于选择所有节点进行
多面函数法建模时的精度。随着选择节点个数的继

续增加，精度基本保持稳定并有所提高。同时应该

指出，针对地磁变化比较复杂和比较平缓的两种区

域，数据的代表性对于模型的精度有着重要的影响。

因此，在变化比较复杂的区域可以适当的放宽迭代

停止的判断条件，尽可能多的自主选择特征点进行

图２　基于抗差趋势面的正交多面函数法拟合残差
Ｆｉｇ．２　Ｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｉｄｕａｌｗｉｔｈｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍｕｌｔｉｆｕｎｃｔｉｏｎｍｅｔｈ

ｏｄｂａｓｅｄｏｎｒｏｂｕｓｔｔｒｅｎｄｓｕｒｆａｃｅ

建模。

为了使计算结果更直观，用正交多面函数法和

一般多面函数法分别计算了整个区域的网格点地磁

场总强度值，并利用计算所得数据分别绘制正交多

面函数法和普通多面函数法磁力异常图，与该区域

实际磁力异常场图进行比较。图５（ａ）是原始的磁
力异常分布图，（ｂ）是使用基于抗差趋势面的正交
多面函数法得到的拟合图，（ｃ）是使用基于抗差趋
势面的多面函数法得到的结果。从图中可以看出，

图３　基于抗差趋势面的多面函数法拟合残差
Ｆｉｇ．３　Ｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｉｄｕａｌｗｉｔｈｍｕｌｔｉｆｕｎｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎ

ｒｏｂｕｓｔｔｒｅｎｄｓｕｒｆａｃｅ

图４　节点选择与拟合误差关系
Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｎｏｄｅｃｏｌｌｅｃｔｉｎｇａｎｄｅｒｒｏｒｆｉｔｔｉｎｇ

图５　两种方法拟合效果比较
Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓ
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