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摘　要　ＴＬＳ在拟合及推估过程中，其拟合和推估的残差会随着观测数据量的增加而呈现上扬的趋势，为了抑制
残差的上扬，将自适应回归模型引入到ＴＬＳ的拟合及推估中，采用适宜的回归模型对经过灰色数据处理的残差进
行分析，将分析的结果与ＴＬＳ的拟合和推估结果进行组合以减弱残差的影响，从而对整体的残差起到了抑制的作
用。经过实例分析，验证了该方法的可行性。
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１　前言
总体最小二乘是在最小二乘基础上发展起来的

同时考虑自变量和因变量误差的模型，众多学者对

其进行了深入的研究，文献［１］推导了正交 ＴＬＳ模

型，Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ［２，３］等人研究了带权情况下的 ＷＴＬＳ，
ＶａｎＨｕｆｆｅｌ和 Ｖａｎｄｅｗａｌｌｅ［４］给出了混合 ＬＳＴＬＳ模
型，该模型对于整体误差起到了平滑作用。但并没

有起到抑制残差的作用，在利用拟合确定参数后的

ＴＬＳ模型进行推估的时候仍将带有误差的原始观测
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数据 ｘ、ｙ作为自变量，这样推估的结果不仅具有本
身的误差ｖｚ，还将自变量的误差ｖｘ、ｖｙ转嫁到所需推
估的变量上，其推估的精度就会降低，从而造成了推

估残差的凸凹现象，为了平滑推估残差的凸凹及抑

制残差上扬的趋势，本文将自适应回归模型引入到

ＴＬＳ模型中，对ＴＬＳ的初始拟合残差进行分析，确定
适宜的残差回归模型来对残差进行推估，从而可以

抵消ＴＬＳ推估残差的凸凹及上扬，提高了 ＴＬＳ拟合
及推估的精度。

２　ＴＬＳ模型
总体最小二乘的基本数学模型为

ｙ＋Ｖｙ＝（ｘ＋Ｖｘ）β （１）
文献［５］提出了同时顾及 ｘ和 ｙ相互影响的

ＴＬＳ模型：
Ａ（ｘｉ＋Ｖｘｉ）＋Ｂ（ｙｉ＋Ｖｙｉ）＝１ （２）

本文考虑到对ＴＬＳ解算结果的稳定性，采用文
献［１］提出的正交ＴＬＳ模型：

ａ（ｘ－珋ｘ）＋ｂ（ｙ－珋ｙ）＝０ （３）
式中 珋ｘ、珋ｙ为ｎ个数据点的中心：

珋ｘ＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，珋ｙ＝

１
ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ （４）

将式（３）一元正交ＴＬＳ模型延伸到多元，则：
ａ（ｘ－珋ｘ）＋ｂ（ｙ－珋ｙ）＋ｃ（ｚ－珋ｚ）＝０ （５）

对式（５），采用文献［１］的解算方法，可以解得
参数ａ、ｂ、ｃ的值，同时对 ａ（ｘ－珋ｘ）＋ｂ（ｙ－珋ｙ）＋ｃ（ｚ
－珋ｚ）＝０模型进行变形得：

ｚ＝－ａｃ（ｘ－
珋ｘ）－ｂｃ（ｙ－

珋ｙ）＋珋ｚ （６）

利用形成的模型公式（６）对观测数据进行拟
合，便可得到因变量的拟合值［珋ｚ１　珋ｚ２　…　珋ｚｎ］。

３　ＴＬＳ残差自适应回归模型的构建

３．１　基于ＴＬＳ残差的灰色处理
残差自适应回归 ＴＬＳ的基础是对 ＴＬＳ模型的

残差进行分析，根据原始观测数据，利用正交 ＴＬＳ
的性质，可以解得参数 ａ、ｂ、ｃ的值，根据公式（６）得
到因变量的拟合值［珋ｚ１　珋ｚ２　…　珋ｚｎ］，并利用公式
（７）将拟合值与真值［ｚ１　ｚ２　…　ｚｎ］进行残差处
理得到残差ｖｉ：

ｖ１＝ｚ１－珋ｚ１
ｖ２＝ｚ２－珋ｚ２
………………

ｖｎ＝ｚｎ－珋ｚ










ｎ

（７）

由于拟合残差较小或者可能存在负值，利用公

式（８）适当加一常数ｂ把ｖｉ序列变为非负Ｖｉ，即

Ｖｉ＝ｖｉ＋ｂ （８）
根据灰色理论的数据预处理，为了较为准确地

对残差序列Ｖｉ进行趋势分析，需要对 Ｖｉ做一次累
加以凸显其规律性，得出生成序列Ｖ１ｉ，即：

Ｖ１ｉ＝［Ｖ
１
１　Ｖ

１
２　…　Ｖ

１
ｎ］ （９）

式中

Ｖ１ｉ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｖｉ （１０）

对序列Ｖ１ｉ的时序散点图变化趋势进行分析，为
了较为全面、准确地对 Ｖ１ｉ进行推估，需要采用几种
常用曲线回归方程对Ｖ１ｉ进行拟合对比分析，本文采
用常用的多项式曲线拟合方程式（１１）、冥函数曲线
回归方程式（１２）、指数曲线回归方程式（１３）：
ｆ（ｉ；ａ０，ａ１，ａ２，…，ａｎ）＝ａ０＋ａ１ｉ＋ａ２ｉ

２＋…＋ａｎｉ
ｎ

（１１）
ｆ（ｉ，ａ，ｂ，ｃ）＝ａｉｂ＋ｃ （１２）
ｆ（ｉ，ａ，ｂ）＝ａｅｂｉ （１３）

其中ｉ为时间序列，ａｎ、ａ、ｂ、ｃ为待定系数。
３．２　自适应回归模型的构建

根据处理之后的残差数据，利用最小二乘对式

（１１）、（１２）、（１３）中的未知参数 ａｎ、ａ，ｂ，ｃ进行解
算，最终可确定多项式、冥函数、指数曲线方程，根据

前ｎ序列的已有拟合残差信息，利用曲线回归方程
对残差信息Ｖ１ｉ进行拟合，并进行拟合结果误差的解
算，从而得到多项式曲线拟合中误差、冥函数曲线拟

合中误差、指数曲线拟合中误差，其中，对于多项式

曲线拟合回归方程，如果项数太多，就会陷入过拟合

现象，因此本文选用常用的二项式、三项式、四项式

曲线回归方程。根据拟合结果图，剔除偏离残差离

散点最大的曲线回归方程，对剩余的曲线拟合中误

差进行对比分析，为了同时能够顾及到拟合精度及

过度拟合的情况下，将拟合精度最低和拟合精度最

高的曲线回归方程排除，再对剩余的曲线拟合中误

差进行对比分析，最终将拟合精度较高的回归方程ｆ
（ｉ）作为Ｖ１ｉ的推估方程，利用ｆ（ｉ）计算ｎ＋ｉ时刻Ｖ

１
ｉ

的推估值 Ｖ^１ｉ，对 Ｖ^
１
ｉ进行累减得出残差 Ｖｉ的推估值

Ｖ^ｉ，再将所加入的常数ｂ消去，便得到ＴＬＳ拟合残差
ｖｉ的推估值 ｖ^ｉ。最终利用式（６）对推估样本进行推
估，得到初始推估值 ｚ^ｉ，将初始推估值与残差推估值
ｖ^ｉ进行结合，形成最终的ＴＬＳ推估值ｚｉ：

ｚｉ＝^ｚｉ＋^ｖｉ （１４）

４　实例分析
以文献［６］中例５．４的数据作为样本（表１），将

温度、压力作为自变量，变形值作为因变量，将２０组
观测数据分为两部分，前１５组数据作为拟合样本，

１９
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后５组数据作为推估样本，利用公式（５）对拟合样
本进行拟合得到总体最小二乘的参数为 ａ＝
０．３９７１，ｂ＝－０．０５５，ｃ＝０．９１６１，根据所求的参数
利用公式（６）对变形值进行拟合，并将拟合结果与
原始数据相减得到拟合残差。

表１　观测数据
Ｔａｂ．１　Ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ

温度

（℃）
压力

（Ｐａ）
变形值

（ｍｍ）
温度

（℃）
压力

（Ｐａ）
变形值

（ｍｍ）
１ １１．２ ３６ －５ １２ １０．１ ３１ －９．３
２ １０ ４０ －６．８ １３ １１．６ ２９ －９．３
３ ８．５ ３５ －４ １４ １２．６ ５８ －５．１
… … … … … … … …

９ ４．７ ２４ －５．４ １８ ２１．６ ４４ －９．３
１０ １１．７ ６５ －７．７ １９ ２３．１ ５６ －９．５
１１ ９．４ ４４ －８．１ ２０ ２１．９ ５１ －９．９

通过公式（８）、（９）对拟合残差进行处理，利用
几种常用的曲线回归方程对处理结果的 Ｖ１ｉ进行拟
合（图１）。

图１　曲线拟合
Ｆｉｇ．１　 Ｃｕｒｖｅｆｉｔｔｉｎｇ

通过图１可直观判定能够较为准确拟合 Ｖ１ｉ的
曲线方程为多项式或冥函数回归方程，根据最小二

乘解算原则，确定这两种曲线回归方程为：

Ｖ１ｉ＝２．３１４＋５．８３２ｉ－０．０７４ｉ
２ （１５）

Ｖ１ｉ＝－０．５＋７．６６ｉ－０．３５ｉ
２＋０．０１１５ｉ３ （１６）

Ｖ１ｉ＝２．３９６＋４．８４ｉ＋０．３８４５ｉ
２－０．０５８ｉ３＋０．００２２ｉ４

（１７）
Ｖ１ｉ＝９．０４８ｉ

０．７８２５－１．８６ （１８）

利用式（１５）～（１８）拟合 Ｖ１ｉ的误差如表 ２所
示。

从表２可知二项式曲线回归方程拟合精度最
低、四项式曲线回归方程拟合精度最高，在综合考虑

拟合精度及过拟合现象的情况下，将二项式、四项式

曲线拟合方程去除，对于三项式及冥函数曲线拟合

方程，确定精度较高的三项式曲线拟合方程为Ｖ１ｉ的
回归模型。利用式（１６）与（６）组成的残差自适应回
归ＴＬＳ对原始观测数据进行模拟及推估，并将模拟，
推估结果与最小二乘、ＴＬＳ进行对比分析，结果如表
３、４所示。从表３可知，ＴＬＳ、最小二乘模拟精度相
当，而残差自适应回归 ＴＬＳ模拟精度要优于其他两
种方法；从表４可明显看出残差自适应回归 ＴＬＳ推
估精度较优于其他两种方法，同时从推估残差可看

出，其残差分布较为平滑，不会出现太大的凸凹，从

而抑制了残差的上扬趋势，增强了模型的稳定度，提

高了拟合精度。

表２　曲线拟合误差对比分析
Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃｕｒｖｅｆｉｔｔｉｎｇｅｒｒｏｒ

二项式拟合 三项式拟合 四项式拟合 冥函数拟合

ＳＳＥ ２０．０８ １２．６９ ９．１ １６．６２
ＲＭＳＥ １．３ １．０７４ ０．９５ １．１７７

表３　三种模型的模拟值对比分析
Ｔａｂ．３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎａｍｏｎｇｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｖａｌｕｅｓｗｉｔｈ

ｔｈｒｅｅｍｏｄｅｌｓ

最小二乘 ＴＬＳ 残差自适应回归ＴＬＳ

拟

合

残

差

ｅ

－２．０１ １．９８５ ０
０．１４１ －０．１６２ －１．６９４
－２．５５ ２．４６６ １．３１
… … …

０．６８２ －０．６５８ －０．４４
０．７６２ －０．５２９ ２．２３７
－１．０１ １．１８５ ０．００２５

（∑ ｅ２）／ｎ １．９６ １．８９ １．４８

（∑ ｅ／ｚｉ
２）／ｎ１９．４６％ １９．０８％ １６．８％

表４　三种模型的推估值对比分析
Ｔａｂ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎａｍｏｎｇｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｖａｌｕｅｓｗｉｔｈｔｈｒｅｅ

ｍｏｄｅｌｓ

最小二乘 ＴＬＳ 残差自适应回归ＴＬＳ
预

测

残

差

ｅ

０．６６８６７ ０．４６８８ ２．４１６
０．９９０６３ ０．８１４４ ３．６７
－３．０２２１ －３．２０４６ １．３１
７．６８４５ ７．４４０８ ０．４９２
１．４４４２ １．２７０１ －０．７４２

（∑ ｅ２）／ｎ １４．３４ １３．６３ ４．３６

（∑ ｅ／ｚｉ
２）／ｎ ２６．８％ ２６％ １９．９％

５　结论
本文对拟合后的数据进行了分析，将几种常用

２９
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的回归模型引入到拟合残差中，对不同回归模型的

拟合精度进行了评价分析，选取最佳的回归模型作

为拟合残差的推估模型并对拟合残差进行模拟及推

估，实现了残差的推估，同时随着序列号的增加，其

模型推估的残差也呈现出上扬趋势，因此对残差进

行分析并将残差推估结果与观测数据的 ＴＬＳ推估
结果进行结合，实现了残差的平滑处理，提高了推估

精度。

由于对残差序列的分析采用的是几种常用的回

归模型，而这几种回归模型是否适用于所有变形体

拟合后的残差序列，对多项式曲线拟合过程中，次数

越高，模拟精度越高，但推估的精度可能会降低，怎

样平衡残差的拟合精度与推估精度及怎样选用最佳

回归方程将有待进一步探讨。
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（上接第８９页）
图５（ｂ）与（ａ）等高线的分布较为接近，显现出了较
为细节的分布信息，保持了较高的一致性；（ｃ）与
（ａ）的一致性较差。从而显示图５（ｂ）的建模方法
是稳定可靠的。

５　结论
１）进一步验证了多面函数法比较适用于局域

海洋地磁场建模，在地磁变化复杂的海域，先进行趋

势面拟合，再对剩余的误差进行多面函数拟合，可以

突出局部变化，拟合效果要优于直接使用多面函数

进行拟合。

２）趋势面拟合主要反映整体变化趋势，当局部
磁力异常观测值变化显著时，采用抗差趋势面法可

以减小对趋势面拟合的不良影响。在多面函数拟合

前，采用抗差估计理论进行质量控制，可以更有效剔

除异常观测值对趋势面拟合的影响。

３）使用正交最小二乘多面函数法得到的拟合
精度优于多面函数法，可以按照规则自适应地选择

特征点，提高了人工选择特征点的效率。对系数矩

阵进行正交化，不会影响最终的结果，因为正交化后

并没有参与多面函数系数的求解，仅是用于节点的

选择，因此可以作为一种自动选择节点的参考方法。
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