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摘　要　解的非惟一性是大地测量地球物理反演的一个难题。利用不等式约束可以合理地表达各种先验信息的
特点，给出利用先验信息处理反演解非惟一性问题的附不等式约束的大地测量反演理论，讨论利用该理论的关键

问题和难点，提出该反演方法的分类和实施，并通过算例进行分析和验证。
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１　引言
由于地球物理场的等效性和大地测量观测资料

的局限性，大地测量反演解的非惟一性是反演不可

避免的问题，同时能否求得问题的最优解又是关系

到反演结果能否成功进行相关地学解释的关键，因

此当今反演问题研究的热点和难点就是如何求得反

演问题的最优解。

充分利用地球物理和大地测量等地学先验信息

是解决大地测量地球物理反演中解非惟一性的有效

途径。传统的先验信息利用方法可以得到反演问题

的加权最小二乘解、加权最小范数解和加权阻尼最

小二乘解，也可以将先验信息表示成等式或不等式

约束的情形来利用。由于科学技术的发展，大地测

量和地球物理观测的手段越来越多，观测资料的积

累也越来越多，对任意观测目标或对象的物理、力学

性质的了解也越来越充分，根据先验信息建立约束

的可能性也就越来越大，而不等式约束可以相对可

靠地描述各种先验信息。附不等式约束的大地测量

反演或者地球物理反演问题在国内外都研究得比较
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少，因此该理论有很大的研究和应用价值［１］。本文

主要讨论提出附不等式约束的大地测量反演理论的

科学技术发展的有利条件，理论的关键问题、难点、

分类、实施方法和应用前景，目的是建立一套完整的

附不等式约束的大地测量反演理论，来解决相关的

地球科学问题。

２　传统先验信息的应用［２－６］

２．１　模型构置中加权函数的应用
在模型构置时，既可以对预测误差加权，也可以

对模型参数加权。

在地球物理资料反演中，加权函数或加权矩阵

得到了普遍的应用，常用的３种有“加权”解：
１）加权最小二乘解
如果方程Ｇｍ＝ｄ是完全超定的，则可以通过使

广义预测误差 Ｅ＝ｅＴＷｅｅ极小来估计模型参数。由
此得到的解为

ｍｅｓｔ＝（ＧＴＷｅＧ）
－１ＧＴＷｅｄ （１）

２）加权最小范数解
如果方程Ｇｍ＝ｄ是完全欠定的，则可通过选取

最简单的解来估计模型参数，其中的简单性由广义

长度Ｌ＝（ｍ－＜ｍ＞）ＴＷｍ（ｍ－＜ｍ＞）确定。由此
所得解为

ｍｅｓｔ＝＜ｍ＞＋ＷｍＧ
Ｔ（ＧＷｍＧ

Ｔ）－１（ｄ－Ｇ＜ｍ＞）

（２）
式中＜ｍ＞是选择的先验模型向量。
３）加权阻尼最小二乘解
如果方程Ｇｍ＝ｄ是稍微欠定的，则能通过使预

测误差和解长度的组合 Ｅ＋ε２Ｌ极小来求解。由尝
试法来选取参数 ε，使产生的解具有适当小的预测
误差。因而解的估计值为

ｍｅｓｔ＝＜ｍ＞＋（ＧＴＷｅＧ＋ε
２Ｗｍ）

－１ＧＴＷｅ（ｄ－Ｇ＜ｍ＞）
（３）

它等价于

ｍｅｓｔ＝＜ｍ＞＋ＷｍＧ
Ｔ（ＧＷｍＧ

Ｔ＋ε２Ｗｅ）
－１（ｄ－Ｇ＜ｍ＞）

（４）
２．２　等式约束的先验信息
２．２．１　模型参数的某一函数等于一个常数

例如具有线性等式约束 Ｆｍ＝ｈ。经常出现的
一类问题是，在最小二乘意义下，同时在模型参数之

间有Ｆｍ＝ｈ形式的线性关系得到精确满足的先验
约束下，求解反问题 Ｇｍ＝ｄ。实现这一约束的方法
有如下两种。

１）把约束方程也包含在Ｇｍ＝ｄ中，使其每一约
束方程成为Ｇｍ＝ｄ的一行，然后调整加权矩阵 Ｗｅ，
使这些约束方程与其他方程相比具有无限大的权。

然而要使这些约束的预测误差等于零，就得增加其

他方程的预测误差。

２）实现这类约束的方法是拉格朗日乘子法。
通过建立函数

Φ（ｍ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
（∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｇｉｊｍｊ）

２＋２∑
ｐ

ｉ＝１
λｉ（∑

Ｎ

ｊ＝１
Ｆｉｊｍｊ－ｈ） （５）

在约束Ｆｍ＝ｈ下使 Ｅ＝ｅＴｅ极小，然后令 Φ（ｍ）对
模型参数的偏导数等于零，得到

Φ（ｍ）
ｍｑ

＝２∑
Ｎ

ｊ＝１
ｍｊ∑

Ｍ

ｉ＝１
ＧｉｑＧｉｊ－２∑

Ｍ

ｉ＝１
Ｇｉｑｄｉ＋２∑

ｐ

ｉ＝１
λｉＦｉｑ＝０

（６）
必须把这些方程同约束方程 Ｆｍ＝ｈ联立才能求解
得到估计的解。用矩阵的形式表示，方程为

ＧＴ ＦＴ

Ｆ[ ]０ ｍ[ ]λ ＝
ＧＴｄ[ ]ｈ

（７）

虽然可以对方程进行运算得到 ｍｅｓｔ的隐型表达式，
但是若再乘以方阵的逆来直接解这 Ｎ＋ｐ个线性方
程组，以求得Ｎ个模型参数估计值和 ｐ个拉格朗日
乘子则常常更为方便。

２．２．２　模型参数具有一定的范围
另一个模型先验信息的类型涉及到模型参数具

有一给定的符号，或者位于某一给定的区间的期望。

例如，假定模型参数代表地球中不同点处的密

度。甚至不做任何测量，便能肯定密度处处大于零，

因为密度是固有的正值。此外因为可以合理地假设

地球内部是由岩石组成的，所以其密度值必定在表

示岩石特征的某一已知范围内，比方说在 １～１００
ｇ／ｃｍ３之间。如果在处理该反演问题时能利用这一
先验信息，就可以大大缩小可能解的范围，甚至得到

惟一解。

在这种情况下，先验信息的表示通常为

ｍｍｉｎ≤ｍ≤ｍｍａｘ （８）
地质勘探以及地震波探测技术能够对地表浅层

的物质分布提供越来越精确的信息，国际上已建成

数字地壳模型，如ＣＲＵＳＴ２［７］。

２．３　线性不等式约束
先验信息以线性不等式Ｆｍ≥ｈ形式体现，对于

不等式可以一部分一部分地进行解释。这一类型的

先验约束用于其中的模型参数为固有的正值，即 ｍｉ
≥０的问题，也用于已知角拥有某种边界时的一些
其他情况，例如某边坡的断层滑动时，根据已有的地

质力学信息可以大致判断出该断层滑动的方向为东

南方向，所以可以得到该角的边界条件是 ２２５°方
向。对于超定问题，可以在给定的不等式约束下使

误差极小，从而得到反演问题的解。先验不等式约

束可以用于欠定问题，找出求解 Ｇｍ＝ｄ和 Ｆｍ≥ｈ
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的最小解。

对于线性不等式约束，反演问题一般可演变成

一个线性规划问题，一般采用Ｌ１范数求解。

３　附不等式约束的大地测量反演
在地球物理大地测量反演中，出现了很多有效

的算法［２，８－２３］。大地测量反演实际上是一种最优化

问题。附有不等式约束的最优化计算问题具体来说

是一个二次规划问题。目前，该问题在运筹学领域

研究得比较成熟，提出了许多有针对性的算法［２１］

如：单纯形解法、Ｈｉｌｄｄｒｅｔｈｄ’Ｅｓｏｐｏ方法和 Ｔｈｅｉｌｖａｎ
ｄｅｐａｎｎｅ方法等。然而最优化计算主要是强调解的
计算方法，其缺点是并不关注解的统计性质，甚至不

关注解的计算精度，它不是寻找某些客观参数的估

计值，而是寻找问题的解决方案，所以与大地测量数

据处理中的平差及数理统计中的参数估计有一定差

异。

在大地测量中存在很多不等式约束，例如，在方

差估计中，已知方差大于 ０。但 Ｈｅｌｍｅｒｔ方差估计
法，ＭＩＮＩＱＵＥ方差估计方法等各种方法都不能考虑
这一个不等式约束，因而只能丢弃这一非常有用的

信息，结果可能造成负方差、计算不收敛或无解

（Ｆｏｒｓｔｎｅｒ方法）。
３．１　不等式约束实施方法
３．１．１　在线性约束情况下，先验信息的利用方法

１）直接附加在参数上，即根据先验信息，限定
参数估计的上界和下界，可以表示为

ｍｍｉｎ≤ｍ≤ｍｍａｘ （９）
从而在反演时结合建立的反演模型 Ｇｍ＝ｄ，可以得
到附不等式约束的反演模型为

Ｇｍ＝ｄ
ｍｍｉｎ≤ｍ≤ｍ }

ｍａｘ

（１０）

２）部分不等式约束直接附加在参数上，另外的
不等式约束建立在含有参数的不等式函数关系模型

中，其反演模型为

Ｇ１ｍ＝ｄ

Ｇ２ｍ≤ｃ

ｍｍｉｎ≤ｍ≤ｍ
}

ｍａｘ

（１１）

当建立的不等式约束函数模型为 Ｇ２ｍ≥ｃ时，
可以在该式的两边都乘以－１，则可以变为Ｇ３ｍ≤ｃ，
即可得到上面的模型。当然在某些先验信息的条件

下可以得到这样的不等式约束的模型 ｋ１≤Ｇ４ｍ≤
ｋ２，即Ｇ４ｍ≤ｋ２和Ｇ４ｍ≥ｋ１，经过变形后可以的得到
Ｇ４ｍ≤ｋ２和 Ｇ５ｍ≤ｋ３，合并后即为 Ｇ２ｍ≤ｃ的形式
了。

３）全部都是建立在含有参数的不等式约束函

数模型中，其反演模型为

Ｇｍ＝ｄ
Ｃｍ≤ }Ｗ （１２）

３．１．２　不等式约束和反演模型均为非线性函数
对应于上述３种情况的附不等式约束的大地测

量反演模型分别为

ｆ（ｍ）＝ｄ
ｍｍｉｎ≤ｍ≤ｍ }

ｍａｘ

（１３）

ｆ１（ｍ）＝ｄ

ｆ２（ｍ）≤ｃ

ｍｍｉｎ≤ｍ≤ｍ
}

ｍａｘ

（１４）

ｆ（ｍ）＝ｄ
ｇ（ｍ）≤ }Ｗ （１５）

３．１．３　反演模型为线性，不等式约束为非线性函数
对应于上述后两种情况的约束分别有（第一种

情况不变）

Ｇｍ＝ｄ
ｆ（ｍ）≤ｃ
ｍｍｉｎ≤ｍ≤ｍ

}
ｍａｘ

（１６）

Ｇｍ＝ｄ
ｇ（ｍ）≤ }Ｗ （１７）

３．１．４　反演模型为非线性，不等式约束为线性函数
对应于上述后两种情况的约束分别有（第一种

情况不变）

ｆ（ｍ）＝ｄ
Ｇｍ≤ｃ
ｍｍｉｎ≤ｍ≤ｍ

}
ｍａｘ

（１８）

ｆ（ｍ）＝ｄ
Ｇｍ≤ }Ｗ

（１９）

对于式（９）～（１５）所示的情况称为附不等式约
束的单一型大地测量反演；对于式（１６）～（１９）中的
反演称为附不等式约束的混合型大地测量反演。

３．２　附不等式约束的大地测量反演的分类
１）根据先验信息不等式约束和反演函数模型

的线性或非线性分类，可以分为附不等式约束的单

一型大地测量反演和附不等式约束的混合型大地测

量反演两大类。

２）根据所用观测数据的情况可以分为附不等
式约束的纯大地测量反演和附不等式约束的混合大

地测量反演两大类。

４　算例及分析

４．１　算例
设某一大地测量反演问题建立的线性反演模型

为ｖ＝Ｂｘ－ｌ，在该模型中 ｘ为待反演的模型参数
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（某滑坡的几何变化信息），包括 ４个分量 ｘ１（长
度），ｘ２（宽度），ｘ３（深度）和 ｘ４（倾斜），所附加的线
性不等式约束为Ｇｘ≤Ｗ，同时由监测得到参数的变

化范围是－０．２≤ｘｉ≤２（ｉ＝１，２，３，４），反演参数的
真值为ｘ＝［－０．０７　 －０．２０　０．２０　０．３７］′。具
体的原始数据见表１和表２。

表１　原始观测数据表
Ｔａｂ．１　Ｏｒｅｇｉｎａｌｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ

Ｂ ｌ Ｐ
０．９６００ ０．７５０２ ０．６３２０ ０．４３５６ ０．０６５８ １ ０ ０ ０ ０ ０
０．６４０３ ０．４７２８ ０．８５０６ ０．９２６５ ０．３５７８ ０ １ ０ ０ ０ ０
０．６１６７ ０．２５０１ ０．８６７９ ０．９８０７ ０．８２５６ ０ ０ １ ０ ０ ０
０．５４０８ ０．８４２１ ０．８２３７ ０．４３０５ ０．０１０６ ０ ０ ０ １ ０ ０
０．９００６ ０．４５６２ ０．１９８５ ０．９１３６ ０．１５６９ ０ ０ ０ ０ ０ １

表２　不等式约束数据表
Ｔａｂ．２　Ｄａｔａｏｆｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

Ｇ Ｗ
０．２３４７ ０．２８９６ ０．８６３７ ０．５１０３ ０．５６３８
０．２００５ ０．１９８２ ０．４６５２ ０．４６３５ ０．２１３５

０．６１２８ ０．０１６５ ０．９６２５ ０．８５４００．６８１９

对于该反演问题，分别实施了 ４种反演方案：
１）无约束反演；２）附加不等式 Ｇｘ≤Ｗ约束反演；３）
附加不等式－０．２≤ｘｉ≤２（ｉ＝１，２，３，４）约束反演；
４）同时附加不等式Ｇｘ≤Ｗ和 －０．２≤ｘｉ≤２约束反
演。反演结果见表３。

表３　模型参数Ｘ反演结果表
Ｔａｂ．３　ＩｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒＸ

方案１ 方案２ 方案３ 方案４ 真值

０．４００４ ０．１８２５ －０．２０００ －０．０６８９ －０．０７
－１．０８７９ －０．５７４４ －０．２０００ －０．２０００ －０．２０
０．７２６４ ０．４１６０ ０．２９２４ ０．２１０９ ０．２０
０．１３６９ ０．２０９８ ０．４６５２ ０．３６４３ ０．３７

４．２　分析
经过反演计算可以看出：

１）在所建立的先验信息不等式正确的情况下，
充分利用附加不等式约束的反演结果（方案４）更接
近真实结果；

２）在上述４种方案的反演计算中，由于方案２
和３没有充分利用所有的先验信息（不等式约束），
所以反演结果比方案４稍差；
３）由于现在还没有较好的评定附不等式约束

反演的方法，单从反演得到的协因数阵上看，方案４
协因数阵的迹（９．４２０７）远小于不加任何约束的方
案１（２９．４６５０）；
４）虽然不加任何约束的经典大地测量反演结

果是在最小二乘情况下得到的，具有无偏性、有效性

和一致性，但是在实际的反演问题中，在这种情况下

得到的“最优解”，并不符合实际的要求，如先验信

息（密度、变形量大小等）的约束，所以并不是真正

意义上的最优解。

４．３　附不等式约束大地测量反演理论的应
用前景

１）充分利用了多种观测资料，结合对观测目标
或对象的物理、力学性质的了解建立不等式约束，理

论上可以有效解决大地测量反演问题解的非惟一性

问题；

２）对附不等式约束的大地测量反演模型尤其
是非线性模型的求解，需要更多有效的算法作支撑；

３）该理论具有广阔的应用前景，可以用于联合
大地测量资料、断层资料和地震矩张量反演地壳运

动速度场；联合变形、地震、地质资料反演研究地壳

应变－应力场、应变能密度场；利用ＧＰＳ、水准、重力
资料反演研究活动断裂模式；联合卫星测高、声纳测

深及海洋激光雷达遥感信息反演海洋环境参量；联

合ＩＮＳＡＲ、ＧＰＳ和水准资料反演地壳运动；联合各种
观测数据反演研究地球内部构造等具有多角度、多

种数据源和多种先验信息的大地测量反演问题中；

４）该理论的关键问题是：先验信息的收集、不
等式方程的建立、附不等式约束反演模型的求解方

法（线性与非线性算法）以及反演的精度评定与解

释；

５）该理论的优点是：可以提高反演速度、减小
反演陷入局部极小值———对于非线性反演的线性化

方法来说，故是解决反演问题解非惟一性的有效方

法；

６）该理论应用的难点是反演模型的建立、有效
的快速算法以及可靠的精度评定方法等。

２１１
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５　结语
１）大地测量反演在解决人类面临的资源短缺、

自然灾害和生态环境退化问题显示出越来越重要的

作用和地位。解的非惟一性问题是大地测量反演中

普遍存在和不可避免的问题，如何获得反演问题的

最优解是关系后续的反演结果能否成功用于地球科

学解释的关键；

２）随着科学技术的发展，大地测量和地球物理
观测的手段越来越多，观测资料的积累也越来越丰

富，对任意观测目标或对象的物理、力学性质的了解

也越来越充分，根据先验信息建立约束的可能性也

就越来越大，而不等式约束可以相对可靠地描述各

种先验信息；

３）附不等式约束的大地测量反演理论可以充
分合理地利用各种先验信息，在联合反演以及各种

有效算法的支撑下，可以很好地解决反演问题中解

非惟一性的问题。
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ｑｕａｌｉｔｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｔｏＧＰＳｎａｖｉｇａｔｉｏｎｕｎｄｅｒｓｅ
ｌｅｃｔｉｖｅａｖａｉｌａｂｉｌｉｔｙ［Ｊ］．ＭａｎｕｓｃｒｉｐｔａＧｅｏｄａｅｔｉｃａ，１９９３，１８：

１２４－１３０． （下转第１２６页）

３１１


