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摘　要　由于卫星重力梯度技术能够有效补偿重力场信号随卫星高度增加快速衰减的影响，因此ＧＯＣＥ卫星的
发射使得利用重力梯度测量数据恢复高精度重力场模型成为可能。以轨道摄动理论为基础，利用时域最小二乘

法，分析重力梯度卫星的轨道高度、轨道倾角、卫星寿命（数据长度）、重力梯度测量精度以及数据采样频率等对其

恢复地球重力场误差的影响。结果表明：时域最小二乘法适合于卫星重力梯度测量的误差分析和方案设计。
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１　引言
地球重力场模型是地球最重要的物理特征之

一，它反映地球内部物质分布、运动和变化状态，并

制约着地球及其邻近空间发生的众多物理事件，因

此研究地球重力场是地球科学的一项基础性任务。

随着现代科技的发展，现有的地球重力场模型已经

不能满足相关地学学科的需要，因此确定地球重力

场的精细结构和全波段厘米级大地水准面成为当前

物理大地测量学研究领域的热点问题［１～４］。

继ＣＨＡＭＰ、ＧＲＡＣＥ卫星之后，欧空局计划发射
第三颗重力卫星———ＧＯＣＥ（ＧｒａｖｉｔｙＦｉｅｌｄａｎｄＳｔｅａｄ
ｙＳｔａｔｅＯｃｅａｎＣｉｒｃｕｌａｔｉｏｎＥｘｐｌｏｒｅ，ＧＯＣＥ），该卫星
（具体轨道参数如表１所示）采用近圆极轨道，轨道
高度２５０ｋｍ，有利于反映短波长高阶重力场信息，
它不仅采用高低卫星跟踪卫星技术，还增加了卫星
重力梯度观测技术。由于卫星重力梯度对地球重力

场的中、短波部分比较敏感，而卫星跟踪卫星则对

中、长波部分比较敏感，因此预计 ＧＯＣＥ可以恢复
２５０阶地球重力场，相应大地水准面的精度可达到１
ｃｍ，重力异常的精度达到（１～２）×１０－５ｍｓ－２，空间
分辨率优于１００ｋｍ（半波长）［５］。同时，由于 ＧＯＣＥ
卫星直接通过卫星重力梯度仪测量出低轨卫星处重

力位的二阶导数，因此ＣＨＡＭＰ、ＧＲＡＣＥ所面临的重
力场信号随高度增加快速衰减问题通过 ＳＧＧ观测
可得到有效补偿［６］。这一计划的实现将为大地测

量学、地球物理学、地球动力学、海洋学等相关学科

的发展提供更加精细的地球重力场信息［２～４］。

表１　ＧＯＣＥ卫星的轨道参数
Ｔａｂ．１　ＯｒｂｉｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＧＯＣＥｍｉｓｓｉｏｎ

项目 内容

任务期 ２年
轨道 太阳同步黎明黄昏轨道
地面站 瑞典基鲁纳：发送和接收

部件 ＥＳＯＣ：飞行控制
发射载体 火箭（１０００ｋｇ载荷 ＳＳＯ）
预计 质量：～１０００ｋｇ，电能需要：７６０瓦
工作寿命 正常情况下２０个月，可扩展到３０个月
高 度 约２５０ｋｍ
倾角 ９６．５°（与太阳同步）
偏心率 ＜０．００１（近似圆形）
白噪声 ＜３ｍＥ／Ｈｚ１／２

本文介绍了利用卫星梯度数据恢复地球重力场

的时域最小二乘法的理论和算法，以 ＧＯＣＥ卫星的
轨道参数为参考，利用时域最小二乘法，分析了重力

梯度卫星的轨道高度、轨道倾角、卫星寿命及重力梯

度测量精度、数据采样频率等对恢复地球重力场的

影响。

２　原理和方法
重力梯度仪是 ＧＯＣＥ上的核心部件之一，利用

星载重力梯度仪可以直接测定卫星在轨处引力位二

阶导数张量，以此来确定地球重力场。

目前计划在ＧＯＣＥ卫星上装载的梯度仪就是采
用差分加速度测量原理的重力梯度仪设计，是一个

三轴菱形结构，由６个加速度计组成，每个轴上分别
有两个加速度计，重力梯度分量是由两个加速度之

差来获得的［７］。

早在１９８６年 Ｒｕｍｍｅｌ就阐述了重力梯度测量
的理论基础，由于重力梯度张量就是某点重力位的

二阶导数，因此每个梯度分量可以表示成［６］：

Ｖｉｊ＝
２Ｖ
ｘｉｘｊ

，（ｘｉ＝ｘ，ｙ，ｚ） （１）

由于Ｖ是无旋场，且在空气密度为零时（即地
球外部没有质量），该张量的主对角线元素和为零，

因此该张量９个元素中只有５个是独立的，重力梯
度张量表示如下：

Ｅ＝

Ｖｘｘ Ｖｘｙ Ｖｘｚ
Ｖｙｘ Ｖｙｙ Ｖｙｚ
Ｖｚｘ Ｖｚｙ Ｖ









ｚｚ

（２）

在重力梯度张量分量中，对重力场贡献最大的

是径向梯度分量，其次是沿速度方向以及垂直于速

度方向的梯度分量，研究①表明：ＧＯＣＥ卫星上的梯
度观测量在各方向大致满足Ｖｚｚ≈２８００Ｅ，Ｖｘｘ≈Ｖｙｙ≈
１４００Ｅ，Ｖｘｚ≈１０Ｅ，Ｖｙｚ≈Ｖｘｙ≈０。因此本文将主要以
主对角线上的３个分量为例进行讨论。

２．１　重力梯度分量的时域法
由卫星轨道摄动理论可知，扰动位可以表示成

关于轨道根数的函数，而轨道根数是随时间变化的，

因此扰动位可以用轨道根数及时间来表示。而重力

梯度是重力位的二阶导数，故而亦可建立卫星重力

梯度各分量与时间的函数关系［８］。

现将所有的观测数据集合认为是一个时间序

列，即ＳＧＧ数据点集合被看作是一个关于时间的函
数，根据卫星轨道摄动理论，扰动位 Ｔ在时域内可
表示为［９］：

Ｖｚｚ（ｔ）＝∑
Ｌ

ｌ＝０
∑
ｌ

ｍ＝０
∑
ｌ

ｋ＝－ｌ（２）
［Ａ（ｚｚ）ｌｍｋｃｏｓψｋｍ（ｔ）＋

Ｂ（ｚｚ）ｌｍｋｓｉｎψｋｍ（ｔ）］ （３）

５４

① ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｓａ．ｉｎｔ／ｅｓａＬＰ／ＬＰｇｏｃｅ．ｈｔｍｌ



大地测量与地球动力学 ２７卷

其中：

Ａｚｚｌｍｋ
Ｂ（ｚｚ）}
ｌｍｋ

＝Ｈ（ｚｚ）ｌｍｋ
αｌｍ
β{ ｌｍ

ψｋｍ（ｔ）＝ｋ珚ωｏ（ｔ）＋ｍ珚ωｅ（ｔ）

αｌｍ＝
珔Ｃｌｍ
－珔Ｓ[ ]

ｌｍ

ｌ－ｍ：ｅｖｅｎ

ｌ－ｍ：ｏｄｄ

，βｌｍ＝
珔Ｓｌｍ
珔Ｃ[ ]
ｌｍ

ｌ－ｍ：ｅｖｅｎ

ｌ－ｍ：ｏｄｄ

Ｈ（ｚｚ）ｌｍｋ＝Γｌ（ｌ＋１）（ｌ＋２）珔Ｆ
ｋ
ｌｍ（Ｉ）

Γｌ＝
ＧＭ
Ｒ３

Ｒ( )ｒ
ｌ



















＋３

珔Ｃｌｍ、珔Ｓｌｍ是地球重力场模型的位系数（待求参
数）；ＧＭ为地球引力常数；Ｒ为地球参考半径；ｒ是
观测点半径；珚ωｏ＝珚ω＋Ｍ为升交角距；珚ωｅ＝Ω－ＳＧ为
地球的旋转辐角；ｌ、ｍ分别为位系数对应的阶和次；
Ｌ是位系数的最大阶数；ｋ为建立轨道频率与重力频
率之间关系的因子；珔Ｆｋｌｍ（Ｉ）为规格化倾角函数。

实际上对于非圆极轨道，偏心率函数Ｇ（ｅ）应参

与运算，倾角随时间的变化因素也应考虑。研究表

明：通常卫星轨道偏心率不是很小时，我们需要给出

偏心率的一阶项［１０］。虽然这两项附加函数会使计

算变得更加复杂，但是在ＧＯＣＥ计划的配置中，轨道
偏心率ｅ＜４×１０－３，倾角变化 ｄｉ＜０．０１°，若干计
算测试证明这两个函数对于计算的结果的影响十分

微小，可以在迭代计算过程中被轻易消除掉［１１］，因

此本文将不考虑偏心率函数，并将倾角看成常数处

理。

同理，可以得到其它几个重力梯度观测分量的

时域表达式。由于重力梯度张量是一个对称量，在

空气密度为零的条件下，该张量对角线元素之和为

零，因此只有５个独立分量，表２足以描述所有梯度
分量。

表２　各重力梯度分量的时域表达式
Ｔａｂ．２　Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓｏｆｇｒａｖｉｔｙｇｒａｄｉｅｎｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

Ｖｉｊ Ｈ（…）ｌｍｋ Ａ（…）ｌｍｋ Ｂ（…）ｌｍｋ

ｘｘ －（ｌ＋１＋ｋ２）Γｌ珔Ｆ
ｋ
ｌｍ αｌｍＨ

（ｘｘ）
ｌｍｋ βｌｍＨ

（ｘｘ）
ｌｍｋ

ｙｙ －（（ｌ＋１）２－ｋ２）Γｌ珔Ｆ
ｋ
ｌｍ αｌｍＨ

（ｙｙ）
ｌｍｋ βｌｍＨ

（ｙｙ）
ｌｍｋ

ｚｚ （ｌ＋１）（ｌ＋２）Γｌ珔Ｆ
ｋ
ｌｍ αｌｍＨ

（ｚｚ）
ｌｍｋ βｌｍＨ

（ｚｚ）
ｌｍｋ

ｘｚ －（ｌ＋２）Γｌｋ珔Ｆ
ｋ
ｌｍ βｌｍＨ

（ｘｚ）
ｌｍｋ －αｌｍＨ

（ｘｚ）
ｌｍｋ

ｙｚ （ｌ＋２）ｓｉｎ－１珚ωｏΓｌ珔Ｆ
ｋ′
ｌｍ αｌｍＨ

（ｙｚ）
ｌｍｋ βｌｍＨ

（ｙｚ）
ｌｍｋ

ｘｙ －ｓｉｎ－１珚ωｏΓｌ珔Ｆ
ｋ′
ｌｍ （ｃｏｔ珚ωｏαｌｍ－ｋβｌｍ）Ｈ

（ｘｙ）
ｌｍｋ （ｋαｌｍ＋ｃｏｔ珚ωｏβｌｍ）Ｈ

（ｘｙ）
ｌｍｋ

２．２　时域最小二乘原理
根据以上分析，可以建立卫星重力梯度张量、时

间及地球重力场位系数之间的关系，进而利用最小

二乘原理恢复地球重力场。故而得到重力梯度与重

力场位系数之间的关系：

Ｖｉｊ＝ＡＸ＋珘ε （４）
Ｖｉｊ为观测值（梯度分量），由一系列的坐标 珚ωｏ、

珚ωｅ给出（现假定倾角 ｉ为常数）。现将 Ｖｉｊ看成一个
向量，而矩阵Ａ的每一分量均为相应（ｌ，ｍ）项关于ｋ
的求和，即模型中的矩阵 Ａ的每一个元素组成均
为：

∑
ｌ

ｋ＝－ｌ（２）
Ｈ（ｉｊ）ｌｍｋｃｏｓψｋｍ或者 ∑

ｌ

ｋ＝－ｌ（２）
Ｈ（ｉｊ）ｌｍｋｓｉｎψｋｍ

利用最小二乘原理，即 珘εＴＱ－１ｉｊ珘ε最小，可以得到待定
参数的估值：

Ｘ^＝Ｎ－１ＡＴＱ－１ｉｊＶｉｊ （５）
其中 Ｎ＝ＡＴＱ－１ｉｊＡ，为法方程系数阵；Ｑｉｊ为方差协
方差阵。

２．３　误差阶方差分析
由时域最小二乘原理可知，法方程系数阵 Ｎ的

逆阵即为关于（ｌ，ｍ）的方差协方差阵，而未知重力

场位系数的先验方差阵可通过求解法方程系数阵Ｎ
的逆阵得到。因此可将误差阶方差表示为：

σ２ｌ＝σ
２
ｌ０（珔Ｃ）＋∑

ｌ

ｍ＝１
σ２ｌｍ（珔Ｃ）＋σ

２
ｌｍ（珔Ｓ）＝

σ２ｌ０＋２∑
ｌ

ｍ＝１
σ２ｌｍ （６）

其中σ２ｌｍ是法方程系数阵的逆阵中对应的ｌ阶、ｍ次
的对角元素。因此时域最小二乘法恢复重力场模型

的精度可以通过式（６）来评定。

３　计算结果与分析
由于重力梯度张量是由相互独立的５个分量组

成，且对重力场贡献最大的是径向梯度分量，其次是

速度方向以及垂直于速度方向的梯度分量，本文将

主要采用这３个分量来对时域最小二乘算法的误差
做出比较和评估。

为了简化计算，需进行如下假设［６］：１）轨道是
圆的；２）数据严格按照轨道规律分布；３）任务时间
长度必须是整数，即整圈数和整天数；４）任务期间
无数据间隔；５）不包括非引力效应；６）测量协方差
阵Ｑ为某一个尺度下的单位阵；７）卫星重力梯度数
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据在全球范围规律分布。

本文基于利用卫星重力梯度的时域最小二乘法

理论，以 ＧＯＣＥ卫星的轨道参数为参考，调整某一
轨道参数，重点分析梯度卫星的轨道高度、轨道倾

角、卫星寿命（数据长度）、重力梯度测量精度、数据

采样频率等对恢复地球重力场精度的影响。

３．１　不同轨道倾角的结果
理论上讲，为获得全球覆盖的重力数据，倾角 Ｉ

应该为９０°（具备了两极数据），现在取这一理想状
况来恢复地球重力场模型，并假设仪器可以测定所

有频段的数据，即不考虑有限带宽问题，同时满足以

上假设条件，采用的轨道参数如表３所示。

表３　理想状态下的轨道参数
Ｔａｂ．３　Ｏｒｂｉｔｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎｉｄｅａｌｃａｓｅ

参数项目 参数值 参数项目 参数值

梯度分量 Ｖｘｘ，Ｖｙｙ，Ｖｚｚ 轨道倾角（°） ９０
采样率（ｓ） ５，１ 轨道高度（ｋｍ） ２５０

任务持续时间（天） ２９ 卫星旋转周期（ｓ） ５３６５
无带宽限制 βｍｉｎ＝０ 白噪声 ３ｍＥ／Ｈｚ１／２

现在分析轨道倾角为 ８７°、９０°、９３°、９６．５°和
９９°时，Ｖｚｚ分量恢复重力场的能力见图１、图２，图中
标注的参数是轨道倾角。

由图１、图 ２可知，在 ５个倾角中倾角 ９０°与
９６．５°方案的精度基本相当，且精度最高；８７°与９３°
基本相同，精度次之；９９°精度最差。轨道倾角９６．５°
的卫星精度反而比９３°和９９°的高，主要与数据分布
有关，当卫星轨道倾角不是９０°时，其观测数据并非
全球覆盖，但在数据量一定的前提下，缺少极地数据

（使得某些位系数信息减少），其它地区的数据覆盖

密度必然增加（使得某些位系数信息增加），有可能

这部分数据对位系数的改善比缺少极地数据对结果

的影响要大，那么就存在一个平衡点。如果所有

图１　不同倾角（８７°、９０°、９３°）的误差阶方差
Ｆｉｇ．１　Ｅｒｒｏｒｄｅｇｒｅｅｖａｒｉａｎｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎｓ（

８７°，９０°，９３°）

图２　不同倾角（９３°、９６．５°、９９°）的误差阶方差
Ｆｉｇ．２　Ｅｒｒｏｒｄｅｇｒｅｅｖａｒｉａｎｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎｓ

（９３°，９６．５°，９９°）

的倾角函数在９０°时都取到最大值，那么轨道倾角
增加时信号必然减少，传播误差必然增加。然而实

际情况并非如此，实际上，信号可能增加也可能减

少，所以传播误差的结果并不是必然增加的［９］。

３．２　不同轨道高度的结果
图３和图４给出了１８０～３００ｋｍ径向方向的误

差阶方差分布图，由图可知：重力梯度恢复重力场的

精度随轨道高度降低而提高，同时沿轨道方向和垂

直轨道方向的分析结果相当，不过变化更大。

图３　不同轨道高度（１８０～２５０ｋｍ）的误差阶方差
Ｆｉｇ．３　Ｅｒｒｏｒｄｅｇｒｅｅｖａｒｉａｎｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｔｉｔｕｄｅｓ（１８０

－２５０ｋｍ）

图４　不同轨道高度（２５０～３００ｋｍ）的误差阶方差
Ｆｉｇ．４　Ｅｒｒｏｒｄｅｇｒｅｅｖａｒｉａｎｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｔｉｔｕｄｅｓ（２５０

－３００ｋｍ）

７４
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３．３　不同采样间隔的计算结果
重力梯度采样间隔与重力数据的空间覆盖成反

比，即采样间隔越小，单位面积的梯度数据越多，获

取的地球重力场信息也就越多，恢复重力场模型的

精度及其空间分辨率必然越高。

ＧＯＣＥ卫星的采样间隔分 １秒和 ５秒两种情
况，为简便计算采样间隔采用５分，１分，５秒进行计
算，图５给出在不同采样间隔情况下径向梯度分量
的误差阶方差分布，说明随着采样间隔的逐渐减小，

恢复重力场模型的精度也将逐渐提高。

图５　不同采样间隔的误差阶方差
Ｆｉｇ．５　Ｅｒｒｏｒｄｅｇｒｅｅｖａｒｉａｎｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓａｍｐｌｉｎｇｒａｔｅｓ

３．４　重力梯度仪测量精度的影响分析
根据误差阶方差的定义可知：在不考虑有色噪

声情况下，时域最小二乘模型观测方程的误差阶方

差，就是法方程系数阵 Ｎ的逆阵的主对角元素之
和，而观测值协因数阵Ｑ＝σ２０Ｉ，其σ０为梯度观测分
量的观测精度。据此可知梯度仪测量精度的变化将

直接反应在法方程系数的协因数阵上，必然直接影

响恢复重力场的精度。

图６给出了重力梯度仪的仪器设计精度的误差
阶方差分布，１、３、５分别代表 １ｍＥ／Ｈｚ１／２、３ｍＥ／
Ｈｚ１／２、５ｍＥ／Ｈｚ１／２３个梯度仪的精度指标。由图６可
知重力梯度仪精度越高，重力梯度观测恢复重力场

的精度也越高。

３．５　重力梯度分量组合的结果与分析
由于不同的数据对恢复重力场的贡献不同，所

以现对重力梯度张量中对重力场贡献较大的分量

Ｖｘｘ、Ｖｙｙ、Ｖｚｚ通过采用多种组合进行计算，对结果进行
评价，并分析结果产生的原因。

结合图７，根据比较分析可知：１）采用单个分量
恢复重力场时，Ｖｚｚ梯度分量的结果较好，Ｖｘｘ次之，Ｖｙｙ
最差，但Ｖｙｙ与Ｖｘｘ相差不远；２）在多种梯度分量组合
计算时，即使采用Ｖｘｘ与Ｖｙｙ两种分量组合计算，虽较
其单一分量计算时精度有所改善，但依然低于仅采

用Ｖｚｚ计算的精度；３）在包含 Ｖｚｚ分量的所有组合中，
组合的分量都比不组合时精度高，且以３个主分量
组合时的精度最高。原因很明显，即同等精度的重

力梯度数据量越大，地球重力场的信息越多，恢复重

力场的精度就越高。

图６　重力梯度仪精度的误差阶方差
Ｆｉｇ．６　Ｅｒｒｏｒｄｅｇｒｅｅｖａｒｉａｎｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｒａｖｉｔｙｇｒａｄｉ

ｏｍｅｔｒｙａｃｃｕｒａｃｉｅｓ

图７　不同梯度分量组合的误差阶方差
Ｆｉｇ．７　Ｅｒｒｏｒｄｅｇｒｅｅｖａｒｉａｎｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ

３．６　卫星不同寿命的结果与分析
理论分析可知，卫星运行的时间越长，卫星重力

梯度观测数据就越多，即可以得到更高分辨率的地

球重力场模型。本文采用２９天和５９天的径向梯度
数据进行计算，其误差分布如图８所示。并得出：卫
星运行寿命越长，其恢复的重力场的精度就越高。

４　结论
本文基于轨道摄动理论建立了卫星重力梯度分

量的时域表达式，研究了利用卫星梯度数据恢复地

球重力场的时域最小二乘法的理论和算法。以

ＧＯＣＥ卫星的轨道参数为参考，基于时域最小二乘
法重点分析了重力梯度卫星的轨道高度、轨道倾角、

卫星寿命（数据长度）及重力梯度测量精度、数据采
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图８　不同卫星寿命的误差阶方差
Ｆｉｇ．８　Ｅｒｒｏｒｄｅｇｒｅｅｖａｒｉａｎｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌｉｆｅｔｉｍｅｓｏｆｓａｔ

ｅｌｌｉｔｅ

样频率等对恢复地球重力场的影响。根据本文的计

算结果可得到如下结论：

１）卫星轨道高度越高，任务时间越长，采样间
隔越小，仪器精度越高，卫星恢复重力场精度就越

高；

２）在尽可能地保证数据全球覆盖的前提下，多
种轨道倾角方案分析表明，ＧＯＣＥ的轨道倾角是一
种比较理想的情况，其精度基本与９０°倾角情况相
同；

３）联合Ｖｘｘ、Ｖｙｙ、Ｖｚｚ梯度分量恢复重力场的结果
优于采用单一数据结果：联合３种分量恢复重力场
的精度最高，其它与 Ｖｚｚ分量联合计算的精度较高，
Ｖｚｚ单一计算精度第三，而Ｖｘｘ，Ｖｙｙ联合的精度最差。

总之，时域最小二乘方法是基于卫星轨道摄动

理论的方法，能准确反映卫星的轨道特征并顾及卫

星轨道误差等的影响，适合于卫星重力梯度测量的

误差分析和方案设计，这对我国未来的重力卫星的

发射提供有用的参考。而且一旦拥有观测数据，也

可用于地球重力场的实际确定。
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