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摘　要　在Ｅｕｃｌｉｄ空间中，假定地球是一个作自由旋转的３个主惯性矩互不相等的刚体，给出了Ｅｕｌｅｒ动力学方
程的椭圆积分解，并实现了Ｅｕｌｅｒ动力学方程和运动学方程的数值解。计算结果表明：除了周期约２４小时的自转
及周期为３０５天的Ｅｕｌｅｒ自由进动之外，还存在周期约３０５天的自由章动；３个Ｅｕｌｅｒ角速率在一半周期内增大，在
另一半周期内减小，但保持总角速率不变，即转动能守恒。相应地，日长在一半周期内增长，在另一半周期内缩

短。
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１　引 言
地球旋转是地球相对于地心准惯性系的整体旋

转运动。若将地球看作刚体，则其旋转可用 Ｅｕｌｅｒ
运动学方程和动力学方程描述，此时地球的运动状

态可由３个Ｅｕｌｅｒ角 （自转角 ψ，进动角 和章动
角θ）确定。传统的做法是假定地球的两个主惯性
矩 Ａ与 Ｂ相等 （旋转对称），而第三个主惯性矩 Ｃ
与 Ａ的差异大约是 Ａ／３０５，即 （Ｃ－Ａ）／Ａ＝１／
３０５。在此假定下，Ｐｏｉｎｓｏｔ求解 Ｅｕｌｅｒ方程得到如下
结果：１）地球旋转角速度的第三个分量为常数；２）
地球瞬时轴 （瞬时旋转角速度方向轴）环绕平均轴

（瞬时轴运动一个周期的平均方向轴）作周期为

３０５天的 Ｅｕｌｅｒ自由进动。
实际上，地球并非旋转对称体，３个主惯性矩

Ａ、Ｂ和 Ｃ互不相等 （Ａ＜Ｂ＜Ｃ）［１～３］，且 Ｃ与 Ａ的
差值大约是０．００３Ａ，Ｂ与 Ａ的差值约为０．００００２Ａ。
为简便计，将 Ａ、Ｂ和 Ｃ互不相等的地球体称为三
轴地球。三轴地球并非意味着三轴椭球，因为一个

刚性地球 （无论它的形状多么奇特）总有３个互相
垂直的主惯性（矩）轴［４］，只要这些主惯性矩互不

相等就是三轴地球。研究三轴地球无论是在理论上

还是在实际应用中都有重要意义。

２　三轴刚体地球的旋转
选取具有公共原点 Ｏ的惯性坐标系Ｏ－ζηζ和

地固坐标系Ｏ－ｘｙｚ，则地球的３个 Ｅｕｌｅｒ角 ψ、φ和
θ（分别是自转、进动和章动角）满足 Ｅｕｌｅｒ运动学
方程［５，６］

ω１＝ψｓｉｎθｓｉｎ＋θｃｏｓ

ω２＝ψｓｉｎθｃｏｓ－θｓｉｎ

ω３＝ψｃｏｓθ＋
{



（１）

其中ωｉ（ｉ＝１，２，３）表示地球旋转的角速度沿着
ｘｉ（ｉ＝１，２，３；ｘ１＝ｘ，ｘ２＝ｙ，ｘ３＝ｚ）轴的分量。若
给定ωｉ，则可确定相应的Ｅｕｌｅｒ角；反过来，给定作
为时间函数的Ｅｕｌｅｒ角，角速度分量也可确定。

另一方面，地球的旋转运动受到外力矩以及自

身物质分布的制约，可由 Ｅｕｌｅｒ动力学方程描
述［５，７，８］

Ｉｉｊωｊ＋ε
ｉ
ｊｋω

ｊＩｋｌωｌ＝Ｌ
ｉ （２）

其中 ｉ、ｊ、ｋ的取值分别为１、２、３，Ｉｉｊ是二阶惯性矩
张量，Ｌｉ＝Ｌｉ是施加在地球上的外力矩，ωｊ表示 ωｊ
对时间 ｔ的导数，εｉｊｋ≡εｉｊｋ是 Ｌｅｖｉ－Ｃｉｖｉｔａ符号 （三
阶完全反对称张量），满足以下条件：如果 ｉｊｋ是
１２３的偶置换 （如１２３或３１２等），εｉｊｋ＝１；如果 ｉｊｋ

是１２３的奇置换 （如 ２１３，３２１等），εｉｊｋ＝－１；其它
情况，εｉｊｋ＝０。注意本文采用了爱因斯坦求和约
定［８，９］：当且仅当一个上标和一个下标相同时，表达

式才从 １到 ３求和 （如 ＡｉＩ
ｉｊ≡∑

３

ｉ＝１
ＡｉＩ

ｉｊ）。式 （１）和

（２）可描述任何刚体的旋转运动。
若在选取地固坐标系 Ｏ－ｘｙｚ时，使 ｏｘ、ｏｙ、ｏｚ

分别与主惯性矩 Ａ、Ｂ、Ｃ的指向一致，则有 Ｉｉｊ＝０（ｉ
≠ｊ）。令

Ｉ１１＝Ａ，Ｉ２２＝Ｂ，Ｉ３３＝Ｃ；Ｉｉｊ＝０（ｉ≠ｊ） （３）
则式 （２）可表示为

Ａω１－（Ｂ－Ｃ）ω２ω３＝Ｌ１
Ｂω２－（Ｃ－Ａ）ω３ω１＝Ｌ２
Ｃω３－（Ａ－Ｂ）ω１ω２＝Ｌ

{
３

（４）

当考虑刚体地球的自由旋转 （外力矩 Ｌ＝０）时，
式 （４）可简化为

Ａω１－（Ｂ－Ｃ）ω２ω３＝０

Ｂω２－（Ｃ－Ａ）ω３ω１＝０

Ｃω３－（Ａ－Ｂ）ω１ω２
{

＝０

（５）

若令

α＝Ｃ－ＢＡ

β＝Ｃ－ＡＢ

γ＝Ｂ－Ａ













Ｃ

（６）

则式 （５）可写成
ω１＋αω２ω３＝０ （７）
ω２－βω３ω１＝０ （８）
ω３＋γω１ω２＝０ （９）

其中α＝（３２７３５３±６）×１０－８，β＝（３２９５４９±６）×
１０－８，γ＝（２１９６±６）×１０－８［１］。由式 （７）、（８）和
（９）可得

βω２１＋αω
２
２＝Ｃ１２ （１０）

γω２２＋βω
２
３＝Ｃ２３ （１１）

αω２３－γω
２
１＝Ｃ３１ （１２）

其中Ｃｉｊ是待定常数。如若Ａ＝Ｂ，则γ＝０，α＝β；此
时，ω３＝Ｃｏｎｓｔ，ω

２
１＋ω

２
２＝Ｃ１２／α是守恒量，回到了

Ｐｏｉｎｓｏｔ情形。下面考虑 Ａ、Ｂ、Ｃ互不相等的情
形［５，６］。

地球瞬时自转轴与平均轴之间的夹角在极区附

近对应于１０ｍ左右的弧长，因此地球的章动角约
为θ０＝１０／６３７１０００＝１．５６９６×１０

－６ｒａｄ，由此
可以计算出旋转角速度在３个坐标轴上的分量（即
角速度分别在３个坐标轴上的投影）。注意到第三
个分量为ω３（０）＝７．２９２１１５×１０

－５ｒａｄ／ｓ（即自转

４１
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角速率，它反映了日长），而角速度的第一和第二

分量则随时间交替变化 （主要受 Ｅｕｌｅｒ自由进动的
制约）。不妨假定，在某个瞬时角速度位于ｏ－ｘｚ平
面内，即其第二分量为零。于是，我们得到初值条

件：ω１（０）＝ω３（０）ｔａｎθ０＝１．１４４５７９×１０
－１０ｒａｄ／ｓ，

ω２（０）＝０，ω３（０）＝７．２９２１１５×１０
－５ｒａｄ／ｓ。基于方

程（６）和 （１０）～（１２），利用Ｇｒｏｔｅｎ［１］给出的３个
主惯性矩，得

Ｃ１２＝βω
２
１（０）＝４．３１７２９６×１０

－２３

Ｃ２３＝βω
２
３（０）＝１．７５２３７５×１０

－１１

Ｃ３１＝αω
２
３（０）－γω

２
１（０）＝１．７４０６９８×１０

{ －１１

（１３）
由式 （１０）和 （１１），将ω１和ω３分别表示成 ω２的
函数，代入方程 （８），得

ｄω２
ｄｔ－β

Ｃ２３－γω
２
２

槡 β
Ｃ１２－αω

２
２

槡 β
＝０ （１４）

解上述方程，得

∫
ω２（ｔ）

ω２（０）

ｄω２
（Ｃ２３－γω

２
２）（Ｃ１２－αω

２
２槡 ）
＝ｔ（１５）

令

ｘ＝ α
Ｃ槡１２
ω２ （１６）

则有

１
αＣ槡 ２３
∫
ｘ（ｔ）

ｘ（０）

ｄａｒｃｓｉｎｘ

１－γ
α
Ｃ１２
Ｃ２３
ｘ

槡
２

＝ｔ （１７）

令

ｍ＝
γＣ１２
αＣ２３
，φ＝ａｒｃｓｉｎｘ （１８）

则有

１
αＣ槡 ２３
∫
φ（ｔ）

φ（０）

ｄφ
１－ｍｓｉｎ２槡 φ

＝ｔ （１９）

其中φ（０）＝０（因为ω２（０）＝０），ω２（ｔ）≤
π
２，且显

然有０＜ｍ＜１。式 （１９）是第一类不完全椭圆积分，
没有显式解。若给定一个序列φｉ（ｔ），则通过式（１９）

可确定相应的时间序列ｔｉ，从而给出φ－ｔ曲线。注

意到ω２＝
Ｃ１２
槡α

ｓｉｎφ，亦即给出了ω２－ｔ曲线。基于

式 （１０）和 （１１），曲线ω１－ｔ和ω３－ｔ也得以确定。

３　数值结果与分析
采用数值法求解式 （１１）、（１２）和 （１９），可得

到ωｉ－ｔ（ｉ＝１，２，３）关系图 （图１）以及角速度各分
量的主要信息 （表１）。结果表明：１）ω１和 ω２表现
出约３０５．１４７９９２天的周期性变化，它们之间的相
位正好相差 π／２（对应于 ３０５．１４７９９２／４天的周
期），因此，它们的联合效应给出的一个结果实际

上就是熟知的周期为３０５．１４７９９２天的 Ｅｕｌｅｒ自由
进动 （只要考察一下 Ａ＝Ｂ时的 Ｐｏｉｎｓｏｔ情形即可
看出）；２）如果 ω３保持恒定，则具有恒定的日常
（约 ２４小时）自转周期；但 ω３有一个周期为
１５２．５７３９９６天的微小波动，表明地球自转在一半
时间 （１５２．５７３９９６／２＝７６．２８６９９８天）加速，在另
一半时间减速；３）如果 ω３保持恒定，则不存在章
动；但由于ω３的变化，将导致章动效应，这可根据
Ｅｕｌｅｒ角的数值解看出 （见下文）。

图１　ωｉ－ｔ曲线：角速度与时间的关系

Ｆｉｇ．１　ωｉ－ｔｃｕｒｖｅｓ：ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅａｎｇｕｌａｒｖｅ

ｌｏｃｉｔｙｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓａｎｄｔｉｍｅ

表１　３个角速度分量信息（单位：ｒａｄ／ｓ）
Ｔａｂ．１　Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｒｅｅａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ（ｕｎｉｔ：ｒａｄ／ｓ）

ω１ ω２ ω３

最大值 １．１４４５７９３４３９０２９９６×１０－１０ １．１４８４１２０４８９０８３７３×１０－１０ ７．２９２１１５０００００００６０×１０－５

最小值 －１．１４４５７９３４３９０２９９６×１０－１０ －１．１４８４１２０４８９０８３７３×１０－１０ ７．２９２１１５０００００００００×１０－５

平均值 １．１３２９６７２８０６８９１６２×１０－１２ １．７８５７６７０３９１３９４９８×１０－１４ ７．２９２１１５０００００００３５×１０－５
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　　下面研究Ｅｕｌｅｒ角的数值解。由式 （１）可以直
接得到以下关系式

ψ＝
ω１ｓｉｎ＋ω２ｃｏｓ

ｓｉｎθ
θ＝ω１ｃｏｓ－ω２ｓｉｎ
＝ω３－ｃｏｔθ（ω１ｓｉｎ＋ω２ｃｏｓ










）

（２０）

在假定ｓｉｎθ≠０的前提下，注意到 ≡ｄ／ｄｔ≈Δ／
Δｔ等，微分方程式 （２０）可以直接采用差分法进行
解算，即［１０］

ψｎ＋１＝τ
ω（ｎ）１ ｓｉｎｎ＋ω

（ｎ）
２ ｃｏｓｎ

ｓｉｎθｎ
＋ψｎ

θｎ＋１＝τ（ω
（ｎ）
１ ｃｏｓｎ－ω

（ｎ）
２ ｓｉｎｎ）＋θｎ

ｎ＋１＝τ［ω
（ｎ）
３ －ｃｏｔθｎ（ω

（ｎ）
１ ｓｉｎｎ＋ω

（ｎ）
２ ｃｏｓｎ）］＋










ｎ

（２１）
其中，τ≡ｔｎ＋１－ｔｎ为时间间隔（例如，可取 τ＝１０分
钟），ψｎ、θｎ、ｎ以及ω

（ｎ）
ｉ （ｉ＝１，２，３）均对应于时间 ｔ

＝ｔｎ。解算结果列于图 ２和表 ２。结果表明，３个
Ｅｕｌｅｒ角速率也具有约３０５．１４７９９２天的周期，且均
在一半周期 （１５２．５７３９９６天）内增大，在另一半周
期内减小，但总角速率 （约７．２９２１１５×１０－５ｒａｄ／ｓ）
保持不变。

　　需要指出的是，在假设Ａ＝Ｂ的情况下，进动
角的周期也约为３０５．１４７９９２天，与本文给出的

结果基本相同，这是因为当 Ａ＝Ｂ时，ｍ＝
γＣ１２
αＣ２３

＝

０，而在 ３个主惯性矩互不相等的情形 （实际地
球），ｍ＝１．６５２７２５７７５４５２０９５×１０－１４是非常小
的量，因而求解椭圆积分 （１９）所得到的结果也非
常接近。

图２　Ｅｕｌｅｒ角随时间的变化曲线
Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＥｕｌｅｒｉａｎａｎｇｌｅｓａ

ｌｏｎｇｗｉｔｈｔｉｍｅ

表２　Ｅｕｌｅｒ角的变化信息 （单位：ｒａｄ／ｓ）
Ｔａｂ．２　ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＥｕｌｅｒｉａｎａｎｇｌｅｓ（ｕｎｉｔ：ｒａｄ／ｓ）

 ψ θ

最大值 ６．２９４５３６０３１９６７８８２×１０－１９ ７．２９２１１５０５２４１９９４４×１０－５ １．１４６４９５６９６４０５６８５×１０－１０

最小值 －６．２９４５３６０３１９６７８８２×１０－１９ ７．２９２１１５０５２４１９９３８×１０－５ －１．１４６４９５６９６４０５６８５×１０－１０

平均值 －１．８５５６５５５０５３２７４９９×１０－２２ ７．２９２１１５０５２４１９９４１×１０－５ １．１７６５７２９０４７２９４３１×１０－１８

　　为了考察 的精细变化，令
Ｋ＝－ｃｏｔθ（ω１ｓｉｎ＋ω２ｃｏｓ） （２２）

利用数值计算，由图３和表３给出了 和Ｋ随时间
变化的特征。

由图３和表３可以看出，与 Ｋ的周期非常接
近。由方程 （２２）和 方程 （２０）之第３式知，－Ｋ
＝ω３，即 与Ｋ之差为ω３。根据图１，ω３具有周期
为１５２．５天的微小波动。这就意味着，具有由 Ｋ
控制的约３０５．１４７９９２天的主周期 （振幅约２．０×
１０－５），同时还叠加了周期为１５２．５天的微小波动，
其振幅约为２．５×１０－１９。特别值得注意的是，对于
三轴地球，在其旋转过程中不可避免地会出现章动

效应，这也说明了三轴地球的运动与旋转对称椭球

的运动有本质的区别 （图４和表４）。

图３　与Ｋ的比较
Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎａｎｄＫ
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表３　与Ｋ的比较 （单位：ｒａｄ／ｓ）
Ｔａｂ．３　ＴｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎａｎｄＫ（ｕｎｉｔ：ｒａｄ／ｓ）

 Ｋ
最大值 ６．２９４５３６０３１９６７８８２×１０－１９ ７．２９２１１５０５２４１９９４４×１０－５

最小值 －６．２９４５３６０３１９６７８８２×１０－１９ ７．２９２１１５０５２４１９９３８×１０－５

平均值 －１．８５５６５５５０５３２７４９９×１０－２２ ７．２９２１１５０５２４１９９４１×１０－５

表４　章动角θ的周期性变化（单位：ｒａｄ）
Ｔａｂ．４　Ｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎｕｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅθ（ｕｎｉｔ：ｒａｄ）

最大值 最小值 平均值

θ １．５８１１７１９９５５４２０８４×１０－６ １．５５８０５２６２８８８６６５０×１０－６ １．５６９７４７２０９９７０２５１×１０－６

图４　章动角θ的周期性变化
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎｕｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅθ

概括起来，根据图１～４以及表１～４，可得出
以下结论：

１）３个Ｅｕｌｅｒ角的变化率与３个角速度分量相
近。自转角ψ描述了旋转速度在平均值附近作波浪
式变化，表明日长有周期性起伏。章动角 θ和进动
角在以０为平均值的正负区间内波动，不过二者
速度的绝对值并不接近：θ角速度的变化率甚小，
而角速度的变化率则在大约占地球旋转速度的
±３２．５６％左右变化。
２）从方程 （１０）～（１２）可以看出，角速度的３

个分量两两耦合构成两个椭圆函数和一个双曲函

数，前者是两个稳定的单摆，表现为稳定的周期性

进动；后者是一个不稳定的倒立单摆，有可能刻画

出地极的长期西向漂移，并有可能与地磁极翻

转［１１，１２］以及地球自转轴的倒转［１３］发生关联。

４　 结语
研究表明，在三轴刚性地球情形，可以得出如

下一般性结论：１）地球自转角速度将呈现出周期
约１５２．５天的周期性变化，致使约２４小时的日长

产生附加的周期性波动，时而加速，时而减速；２）
除了周期为３０５．１４７９９２天的自由Ｅｕｌｅｒ进动之外，
地球还存在周期约３０５．１４７９９２天的章动。

本文只研究了三轴刚性地球的旋转问题。实际

上，真实地球的旋转运动非常复杂。首先，地球是

弹滞体，再加上日月引潮力影响 （地球由此而受到

外力距作用），致使３０５．１４７９９２天的Ｅｕｌｅｒ自由进
动变为４３０天左右的 Ｃｈａｎｄｌｅｒ晃动。其次，由于地
球系统内物质的迁移（如大气、海水流动，大陆漂

移，地幔对流，内核超速旋转等），导致地球主惯性

矩Ａ、Ｂ、Ｃ并非始终与 ｏｘ、ｏｙ、ｏｚ诸轴重合。在此情
形下，方程 （４）和 （５）并非严格成立，而是需要
研究方程 （２）的求解问题，这就需要知道二阶惯
性矩Ｉｉｊ（共６个独立分量）。目前，由于对地球的物
质密度分布的了解还不够精确，因此，就目前的状

况来看，获得Ｉｉｊ的最好办法是利用现有的重力场模
型（如ＥＧＭ９６）（因为Ｉｉｊ与二阶球谐系数之间有密切
关联［２，１４］）。毫无疑问，如何客观地描述地球的旋

转运动，需要较精确的地球模型 （由此获得较精确

的Ｉｉｊ）以及基于Ｅｕｌｅｒ动力学方程的精密的数值计
算。
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