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摘　要　利用射线路径上两点之间大气参数满足的理论关系，给出了大气对天文大气折射的影响，不但考虑了干
大气，而且考虑了水汽电子位移极化和偶极子转向极化对天文大气折射的贡献。该积分表达式不依赖于大气分布

模型，适应不同方位的计算和高精度的需求。
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１　引言
本文是文献［１］工作的继续。文献［１］在文献

［２，３］的理论基础上，对天文大气折射的级数展开
方法进行了重新研究。使得级数展开式的系数在理

论上达到了亚毫角秒量级，并且可以展开到任意阶

次项，把地面附近的位相折射指数作为未知数单独

提出来，适应了光学观测技术在不同观测波长情况

下的处理。本文的思想是把大气分为有限个薄层，

在射线路径上每个薄层的大气参数满足一定的理论

关系。利用这一理论关系推求某个薄层对天文大气

折射级数展开式中系数的贡献。如果有准确的大气

高空探测资料，那么可利用本文公式来准确计算天

文大气折射。本文工作对地球大气分布模型没有任

何要求，只需使得光线传播路径上相邻两点的大气

参数满足确定的关系即可。因此，本文工作不但改

进了文献［２～７］的大气折射理论，而且适应了不同
方位的需求。文献［２～７］的大气折射理论都是基
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于球对称大气分布模型建立的，由于高空大气探测

资料的缺乏，很少有学者研究适应于不同方位的大

气折射理论。目前，只有文献［８，９］研究了三维大
气折射理论，并考虑了测站地形和周围建筑物的影

响。随着全球大气探测资料空间分辨率和准确性的

提高，大气折射理论研究也应该适当改进。

文献［１］在亚毫角秒理论精度上，给出了一个
包含水汽影响的，并且可展开到任意阶次的天文大

气折射级数展开式，其系数 Ｅ（ｋ）是数组 Ａ（Ｊ，Ｌ）的
线性函数，由于篇幅所限，文献［１］没有给出 Ａ（Ｊ，
Ｌ）的具体表述，本文将完成这一工作。

２　天文大气折射的级数展开式［１］

天文大气折射的级数展开式是

Δｚ＝∑
∞

ｋ＝０
（－１）ｋＥ（ｋ）ｔａｎ２ｋ＋１珋ｚ０ （１）

式中珋ｚ０为视天顶距。Ｅ（ｋ）是四个数组的线性函数，
即

Ｅ（ｋ）＝ｆ（Ａ（０，ｋ），Ａ（１，ｋ），Ａ（２，ｋ），Ａ（３，ｋ））
（２）

３　数组Ａ（Ｊ，Ｌ）的具体表述
如图１所示，电磁波沿射线路径Ｒｇ到达测站 Ａ

点。在Ａ点处，射线的切线方向与其地心向径的夹
角为珋ｚ０；在射线路径上某一点处的位势地心距、大气
热力学温度、干大气分压、水汽分压和大气折射指数

分别用ｚ、Ｔ、ｐ、ｅ和ｎ表示；在 Ａ２、Ａ１和 Ａ点处，对应
的参数分别用其下标２、１和０表示。数组 Ａ（Ｊ，Ｌ）
是沿射线路径对（ξ４）

Ｊ（ξ２）
Ｌ的积分。如果在射线

图１　光线传播路径示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｌｉｇｈｔｒａｙｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

路径上大气可分成有限个薄层，每个薄层内部大气

参数（气压和温度等）满足确定的理论关系，约定薄

层顶部和底部的大气折射指数分别为ｎ２和ｎ１，那么
数组Ａ（Ｊ，Ｌ）可表示为

Ａ（Ｊ，Ｌ）＝∑Ｂ（Ｊ，Ｌ）
其中

Ｂ（Ｊ，Ｌ）＝１ｎ０∫
ｎ１

ｎ２

ｎ０－ｎ
ｎ( )
０

Ｊ ｚ－ｚ０
ｚ( )
０

Ｌ

ｄｎ （３）

是某个薄层的积分。

由于（ｎ０－ｎ）＝（ｎ０－１）－（ｎ－１），那么 Ｂ（Ｊ，
Ｌ）可写为

Ｂ（Ｊ，Ｌ）＝ １
ｎ( )
０

Ｊ＋１

∑
Ｊ

ｊ＝０

Ｊ！（－１）ｊ（ｎ０－１）
Ｊ－ｊ

（Ｊ－ｊ）！ｊ！ Ｃ（ｊ，Ｌ{ }）
（４）

式中，数组Ｃ（Ｊ，Ｌ）的定义是

Ｃ（Ｊ，Ｌ）＝∫ｎ１ｎ２（ｎ－１）
Ｊ ｚ－ｚ０
ｚ( )
０

Ｌ

ｄｎ （５）

式中，Ｊ∈Ｎ，Ｌ∈Ｎ，Ｎ表示自然数集。由于
（ｚ－ｚ０）＝（ｚ１－ｚ０）＋（ｚ－ｚ１）

那么式（５）可写为
Ｃ（Ｊ，Ｌ）＝Ｄ（Ｊ，Ｌ）＋

∑
Ｌ－１

ｌ＝０

Ｌ！
（Ｌ－ｌ）！ｌ！

ｚ１－ｚ０
ｚ( )
０

Ｌ－ｌ

Ｄ（Ｊ，ｌ） （６）

而数组Ｄ（Ｊ，Ｌ）的定义是

Ｄ（Ｊ，Ｌ）＝∫
ｎ１

ｎ２
（ｎ－１）Ｊ ｚ－ｚ１

ｚ( )
０

Ｌ

ｄｎ （７）

４　数组Ｄ（Ｊ，Ｌ）的具体表述
一般情况下，大气折射指数的表达式是：ｎ－１＝

Ｘ＋Ｙ＋Ｚ，那么

（ｎ－１）Ｊ＝∑
Ｊ

ｊ＝０

Ｊ！
ｊ！（Ｊ－ｊ）！Ｘ

Ｊ－ｊ∑
ｊ

ｌ＝０

ｊ！
ｌ！（ｊ－ｌ）！Ｙ

ｊ－ｌＺｌ

这样可以把式（７）写为
Ｄ（Ｊ，Ｌ）＝

∑
Ｊ

ｊ＝０

Ｊ！
ｊ！（Ｊ－ｊ）！∑

ｊ

ｌ＝０

ｊ！
ｌ！（ｊ－ｌ）！Ｓ（Ｊ－ｊ，ｊ－Ｌ，ｌ；Ｌ） （８）

式中，数组Ｓ（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）的表达式是
Ｓ（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）＝Ｓ１（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）＋Ｓ２（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）＋

Ｓ３（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ） （９）
式中等号右端各项分别是

Ｓ１（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）＝∫
ｎ１

ｎ２
ＸＩＹＪＺＫ ｚ－ｚ１

ｚ０
( )Ｌ ｄＸ （１０）

Ｓ２（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）＝∫
ｎ１

ｎ２
ＸＩＹＪＺＫ ｚ－ｚ１

ｚ０
( )Ｌ ｄＹ （１１）

Ｓ３（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）＝∫
ｎ１

ｎ２
ＸＩＹＪＺＫ ｚ－ｚ１

ｚ０
( )Ｌ ｄＺ （１２）

式中，Ｉ∈Ｎ，Ｊ∈Ｎ，Ｋ∈Ｎ，Ｌ∈Ｎ。

５４
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５　多元大气层中数组Ｓ（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）的
表述

　　如果在Ａ１和 Ａ２点之间的大气属于多元大气，

则大气参数满足［１０］：

Ｔ（ｚ）＝Ｔ１＋β（ｚ－ｚ１），ｐ＝ｐ１（Ｔ／Ｔ１）
－
ｇ
０
Ｒβ，

ｅ＝ｅ１（Ｔ／Ｔ１）
－
ｇ
０
ε

Ｒβ （１３）

式中β为常数，Ｒ＝２８７．０７２ＪＫ－１ｋｇ－１是干大气比气
体常数，ｇ０是测站重力值，ε≈０．６２２是水汽与干大
气的摩尔质量之比。

大气折射指数（ｎ－１）可表述为［１１，１２］：

ｎ－１＝
ｋ１ｐ
Ｔ＋
ｋ２ｅ
Ｔ＋
ｋ３ｅ
Ｔ２

（１４）

式中 ｋ１、ｋ２和 ｋ３对特定波长是常数。因此，把式
（１３）代入式（１４），有

ｎ－１＝
ｋ１ｐ１
Ｔ１

Ｔ
Ｔ( )
１

ξ１
＋
ｋ２ｅ１
Ｔ１

Ｔ
Ｔ( )
１

ξ２
＋
ｋ３ｅ１
（Ｔ１）

２
Ｔ
Ｔ( )
１

ξ３

（１５）
其中

ξ１＝－
ｇ０
Ｒβ
－１，ξ２＝－

εｇ０
Ｒβ
－１，ξ３＝－

εｇ０
Ｒβ
－２

如果以Ｘ、Ｙ和Ｚ分别表示式（１５）式等号右端
的各项，显然

Ｘ１＝
ｋ１ｐ１
Ｔ１
，Ｙ１＝

ｋ２ｅ１
Ｔ１
，Ｚ１＝

ｋ３ｅ１
（Ｔ１）

２，Ｘ２＝
ｋ１ｐ２
Ｔ１
，

Ｙ２＝
ｋ２ｅ２
Ｔ１
，Ｚ２＝

ｋ３ｅ２
（Ｔ１）

２

就分别表示在多元层的底部和顶部处，由于干大气

和水汽的电子位移极化，以及水汽的偶极子转向极

化对大气折射指数的贡献。

利用式（１５）可把式（１０）～（１２）表示为：

Ｓ１（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）＝－∑
Ｌ－１

ｌ＝０

（－１）ｌＬ！
（Ｌ－ｌ）！

ｚ２－ｚ１
ｚ( )
０

Ｌ－ｌ Ｔ２
ｚ０( )β

ｌ

（Ｘ２）
Ｉ＋１（Ｙ２）

Ｊ（Ｚ２）
Ｋξ１

∏
ｌ

ｊ＝０
［ｊ＋（（Ｉ＋１）ξ１＋Ｊξ２＋Ｋξ３）］

＋（－１）ＬＬ！

（Ｘ１）
Ｉ＋１（Ｙ１）

Ｊ（Ｚ１）
Ｋξ１

Ｔ１
ｚ０( )β

Ｌ

－（Ｘ２）
Ｉ＋１（Ｙ２）

Ｊ（Ｚ２）
Ｋξ１

Ｔ２
ｚ０( )β

Ｌ

∏
Ｌ

ｊ＝０
［ｊ＋（（Ｉ＋１）ξ１＋Ｊξ２＋Ｋξ３）］

（１６）

Ｓ２（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）＝－∑
Ｌ－１

ｌ＝０

（－１）ｌＬ！
（Ｌ－ｌ）！

ｚ２－ｚ１
ｚ( )
０

Ｌ－ｌ Ｔ２
ｚ０( )β

ｌ

（Ｘ２）
Ｉ（Ｙ２）

Ｊ＋１（Ｚ２）
Ｋξ２

∏
ｌ

ｊ＝０
［ｊ＋（Ｉξ１＋（Ｊ＋１）ξ２＋Ｋξ３）］

＋

（－１）ＬＬ！

（Ｘ１）
Ｉ（Ｙ１）

Ｊ＋１（Ｚ１）
Ｋξ２

Ｔ１
ｚ０( )β

Ｌ

－（Ｘ２）
Ｉ（Ｙ２）

Ｊ＋１（Ｚ２）
Ｋξ２

Ｔ２
ｚ０( )β

Ｌ

∏
Ｌ

ｊ＝０
［ｊ＋（Ｉξ１＋（Ｊ＋１）ξ２＋Ｋξ３）］

（１７）

Ｓ３（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）＝－∑
Ｌ－１

ｌ＝０

（－１）ｌＬ！
（Ｌ－ｌ）！

ｚ２－ｚ１
ｚ( )
０

Ｌ－ｌ Ｔ２
ｚ０( )β

ｌ

（Ｘ２）
Ｉ（Ｙ２）

Ｊ（Ｚ２）
Ｋ＋１ξ３

∏
ｌ

ｊ＝０
［ｊ＋（Ｉξ１＋（Ｊξ２＋（Ｋ＋１）ξ３）］

＋（－１）ＬＬ！

（Ｘ１）
Ｉ（Ｙ１）

Ｊ（Ｚ１）
Ｋ＋１ξ３

Ｔ１
ｚ０( )β

Ｌ

－（Ｘ２）
Ｉ（Ｙ２）

Ｊ（Ｚ２）
Ｋ＋１ξ３

Ｔ２
ｚ０( )β

Ｌ

∏
Ｌ

ｊ＝０
［ｊ＋（Ｉξ１＋Ｊξ２＋（Ｋ＋１）ξ３）］

（１８）

式中∏表示连乘号。

６　等温大气层中数组 Ｓ（Ｉ，Ｊ，Ｋ：Ｌ）的
表述

　　如果在 Ａ１和 Ａ２点之间的大气属于等温大气

层，则大气参数满足［１０］：

Ｔ≡Ｔ１，ｐ（ｚ）＝ｐ１ｅｘｐ［τ（ｚ－ｚ１）］，
ｅ（ｚ）＝ｅ１ｅｘｐ［η（ｚ－ｚ１）］ （１９）

式中，τ＝－ｇ０／ＲＴ１，η＝－ｇ０ε／ＲＴ。把式（１９）代入
（１４），有

ｎ－１＝
ｋ１ｐ１ｅｘｐ［τ（ｚ－ｚ１）］

Ｔ１
＋

ｋ２ｅ１ｅｘｐ［η（ｚ－ｚ１）］
Ｔ１

＋
ｋ３ｅ１ｅｘｐ［η（ｚ－ｚ１）］

（Ｔ１）
２ （２０）

如果以Ｘ、Ｙ和Ｚ分别表示上式等号右端的各项，显
然

Ｘ１＝
ｋ１ｐ１
Ｔ１
，Ｙ１＝

ｋ２ｅ１
Ｔ１
，Ｚ１＝

ｋ３ｅ１
（Ｔ１）

２，Ｘ２＝
ｋ１ｐ２
Ｔ１
，

Ｙ２＝
ｋ２ｅ２
Ｔ１
，Ｚ２＝

ｋ３ｅ２
Ｔ２１

就分别表示在等温层的底部和顶部处，由于干大气

和水汽的电子位移极化，以及水汽的偶极子转向极

化对大气折射指数的贡献。

利用式（２０），可把式（１０）～（１２）表示成

Ｓ１（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）＝－
（Ｘ２）

Ｉ＋１（Ｙ２）
Ｊ（Ｚ２）

Ｋ

（Ｉ＋１）＋（Ｊ＋Ｋ）ε

∑
Ｌ－１

ｌ＝０

Ｌ！
（Ｌ－ｌ）！

ＲＴ１
ｚ０ｇ０［（Ｉ＋１）＋（Ｊ＋Ｋ）ε( )］

ｌ

ｚ２－ｚ１
ｚ( )
０

Ｌ－ｌ

＋

Ｌ！
（Ｘ１）

Ｉ＋１（Ｙ１）
Ｊ（Ｚ１）

Ｋ－（Ｘ２）
Ｉ＋１（Ｙ２）

Ｊ（Ｚ２）
Ｋ

（Ｉ＋１）＋（Ｊ＋Ｋ）ε
ＲＴ１

ｚ０ｇ０（（Ｉ＋１）＋（Ｊ＋Ｋ）ε( )）
Ｌ

（２１）

６４



　第３期 张捍卫等：天文大气折射级数展开式的系数

Ｓ２（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）＝－
（Ｘ２）

Ｉ（Ｙ２）
Ｊ＋１（Ｚ２）

Ｋε
Ｉ＋（Ｊ＋１＋Ｋ）ε

∑
Ｌ－１

ｌ＝０

Ｌ！
（Ｌ－ｌ）！

ＲＴ１
ｚ０ｇ０［Ｉ＋（Ｊ＋１＋Ｋ）ε( )］

ｌ ｚ２－ｚ１
ｚ( )
０

Ｌ－ｌ

＋

Ｌ！
（Ｘ１）

Ｉ（Ｙ１）
Ｊ＋１（Ｚ１）

Ｋε－（Ｘ２）
Ｉ（Ｙ２）

Ｊ＋１（Ｚ２）
Ｋε

Ｉ＋（Ｊ＋１＋Ｋ）ε
ＲＴ１

ｚ０ｇ０（Ｉ＋（Ｊ＋１＋Ｋ）ε( )）
Ｌ

（２２）

Ｓ３（Ｉ，Ｊ，Ｋ；Ｌ）＝－
（Ｘ２）

Ｉ（Ｙ２）
Ｊ（Ｚ２）

Ｋ＋１ε
Ｉ＋（Ｊ＋１＋Ｋ）ε

∑
Ｌ－１

ｌ＝０

Ｌ！
（Ｌ－ｌ）！

ＲＴ１
ｚ０ｇ０［Ｉ＋（Ｊ＋Ｋ＋１）ε( )］

ｌ ｚ２－ｚ１
ｚ( )
０

Ｌ－ｌ

＋

Ｌ！
（Ｘ１）

Ｉ（Ｙ１）
Ｊ（Ｚ１）

Ｋ＋１ε－（Ｘ２）
Ｉ（Ｙ２）

Ｊ（Ｚ２）
Ｋ＋１ε

Ｉ＋（Ｊ＋Ｋ＋１）ε
ＲＴ１

ｚ０ｇ０（Ｉ＋（Ｊ＋Ｋ＋１）ε( )）
Ｌ

（２３）

７　计算过程阐述
计算过程中，需要已知测站的位势地心距 ｚ０和

重力值ｇ０，某个大气薄层底部和顶部的位势地心距
ｚ１和ｚ２，以及该薄层底部的大气参数（Ｔ１，ｐ１，ｅ１）和
顶部的大气参数（Ｔ２，ｐ２，ｅ２）。

对于多元大气薄层，大气参数必须满足式

（１３）。首先利用式（１５）计算底部和顶部处的大气
折射指数（Ｘ１，Ｙ１，Ｚ１）和（Ｘ２，Ｙ２，Ｚ２）；其次利用式
（１６）～（１８）计算数组 Ｓ１、Ｓ２和 Ｓ３，并利用式（９）计
算数组Ｓ；最后，利用式（８）计算数组 Ｄ，利用式（６）
计算数组Ｃ，利用式（４）计算数组Ｂ。

对于等温大气薄层，大气参数必须满足式

（１９）。首先利用式（２０）计算底部和顶部处的大气
折射指数（Ｘ１，Ｙ２，Ｚ１）和（Ｘ２，Ｙ２，Ｚ２）；其次利用式
（２１）～（２３）计算数组 Ｓ１、Ｓ２和 Ｓ３，并利用式（９）计
算数组Ｓ；最后，利用式（８）计算数组 Ｄ，利用式（６）
计算数组Ｃ，利用式（４）计算数组Ｂ。

不同薄层 Ｂ（Ｊ，Ｌ）数组的相加，就得到整个大
气层的积分数组Ａ（Ｊ，Ｌ）。

８　结论与讨论
本文结论是建立在式（１３）和（１９）基础上。如

果大气层很薄，建立满足上述函数关系的大气薄层

是可以办得到的。因此，利用本文给出的公式计算

天文大气折射是完全可行的。

如果在光学波段上观测，则式（１４）等号右端没
有第三项。此时，就不存在 Ｓ３数组。对于数组 Ｓ１
和Ｓ２，其形式就是在令Ｋ＝０下的表达式。

如果不考虑水汽对天文大气折射的影响，则式

（１４）只存在等号右端的第一项。此时，就不存在Ｓ２
和Ｓ３数组。对于数组Ｓ１，其形式就是在令Ｊ＝Ｋ＝０
下的表达式。
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