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摘　要　在参心坐标系向地心坐标系转换的过程中，由于控制点在参心坐标系中缺乏高精度的大地高，使得控制
点在参心坐标系中的空间三维直角坐标存在误差，对转换结果有一定的影响，而应用最小二乘准则建立的空间转

换模型没有顾及这一影响。对应用总体最小二乘建立空间转换模型实现坐标系统转换的方法进行了探讨，并用已

知数据分别对总体最小二乘（ＴＬＳ）与最小二乘（ＬＳ）算法实现坐标系统转换做出比较，结果显示，前者计算精度高、
求解更合理。
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１　引言
目前，我国使用的坐标系有参心坐标系（北京

５４、西安８０）与地心坐标系（ＣＧＣＳ２０００），坐标系统

转换主要面对的是应用传统光学观测方法建立的二

维参心坐标系向用ＧＮＳＳ方法建立的三维地心坐标
系间的转换。为实现坐标系统之间的转换，通常借

助平面转换模型［１］或三维空间转换模型［２］。转换
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模型参数通过控制点在两套坐标系统中的坐标值进

行求解，当控制点数目大于必要观测数时，则应用最

小二乘方法（ＬＳ）建立高斯马尔科夫模型（ＧＭ，
ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ）求解模型参数。

ＧＭ模型求解转换参数的前提是控制点在原
坐标系统中的坐标没有观测误差，将控制点在目标

坐标系统中的坐标作为观测量，求解模型参数。应

用空间三维转换模型时，由于控制点在参心坐标系

中的大地高数值精度不高，导致控制点的空间三维

直角坐标无法精确获得［３］，控制点在原坐标系统中

不可避免地含有误差。根据最小二乘准则建立ＧＭ
模型无法顾及已知数据中含有的大地高误差，获得

的模型参数精度不高。

总体最小二乘（ＴＬＳ）能够顾及变量中含有误差
（ＥＩＶ，ＥｒｒｏｒＩｎＶａｒｉａｂｌｅｓ）的模型估计问题［４－７］，应用

ＴＬＳ准则实现坐标系的转换，能够同时对控制点在
原坐标系统中大地高含有的误差以及目标坐标系中

的观测误差进行最小化的约束。与假设控制点在原

坐标系坐标没有误差的最小二乘相比，根据总体最

小二乘建立的模型能够顾及控制点在目标坐标系与

原坐标系中均含有的误差对转换结果的影响。

２　坐标转换数学模型与方法

２．１　坐标转换模型
空间三维坐标转换常用七参数转换模型［２］：
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式中（Ｘ１，Ｙ１，Ｚ１）
Ｔ与（Ｘ２，Ｙ２，Ｚ２）

Ｔ分别为控制点在

原坐标系与目标坐标系中的空间三维直角坐标，

（Ｘ０，Ｙ０，Ｚ０）
Ｔ为三个平移参数，（εＸ，εＹ，εＺ）为三个

旋转参数，δμ为尺度参数。应用 ＧＮＳＳ技术进行坐
标系统的转换，通常是在目标坐标系中的控制点上

进行控制测量，获得控制点在目标坐标系中的空间

三维直角坐标（Ｘ２，Ｙ２，Ｚ２）
Ｔ。

当控制点数目多于两个时，将式（１）模型可表
示为线性模型：
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式（２）左边为控制点在目标坐标系统中的坐标向量
ｌ，右边第一项是以控制点在原坐标系中坐标做为参
数的系数矩阵 Ａ，第二项为待求转换参数变量矩阵
ｘ。
２．２　最小二乘（ＬＳ）求解模型参数

当观测数目大于必要观测数时，最小二乘求解

转换参数的前提是假设系数矩阵 Ａ没有观测误差，
即控制点在原坐标系统中的坐标没有误差。观测向

量ｌ中含有偶然误差 Ｖ，Ｖ服从正态分布。利用最
小二乘法，建立ＧＭ模型求解转换参数［８］：

Ｖ＝Ａｘ－ｌ
Ｖ～Ｎ（０，σ２０Ｐ

－１{ ）
（３）

式中σ２０为变量的方差，Ｐ为观测向量的权阵。以最
小二乘准则

ＶＴＰＶ＝ｍｉｎ （４）
求得转换参数，即变量矩阵ｘ的解为：

ｘ^＝（ＡＴＰＡ）－１ＡＴＰｌ （５）
进一步可获得单位权方差与参数的协方差矩阵为：

σ^２０＝
ＶＴＰＶ
ｒ （６）

Ｄ（^Ｘ）≈σ^２０（Ａ
ＴＰＡ）－１ （７）

式（６）中的ｒ为多余观测量。应用 ＧＭ模型求解转
换参数的前提是模型中的系数矩阵Ａ没有误差。
２．３　总体最小二乘（ＴＬＳ）求解模型参数

总体最小二乘能够顾及式（３）中系数矩阵 Ａ含
有的观测误差，求解待估参数。设系数矩阵 Ａ含有
的误差矩阵为ｂ，建立模型：

Ｖ＝（Ａ＋ｂ）ｘ－ｌ

Ｖ
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～
０
０
，σ２０

Ｉｎ ０

０ ＩｍＩ{
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式中 ｖｅｃｂ代表将系数矩阵的观测 Ａ误差矩阵 ｂ按
列向量化，等权总体最小二乘的估计准则为：

ＶＴＶ＋（ｖｅｃｂ）Ｔ（ｖｅｃｂ）＝ｍｉｎ （９）
应用ＴＬＳ求解转换参数时，通常采用奇异值分

解（ＳＶＤ，ＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）的方法求
解［９］。对增广矩阵［Ａ，ｌ］进行奇异值分解：

［Ａ，ｌ］＝Ｕ∑ＶＴ （１０）
式中Ｕ＝［ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ］∈Ｒ

ｎ×ｎ是 ｎ×ｎ阶正交矩
阵，由［Ａ，ｌ］×［Ａ，ｌ］Ｔ的特征向量组成；Ｖ＝［ｖ１，ｖ２，
…，ｖｎ］∈Ｒ

（ｍ＋１）×（ｍ＋１）是（ｍ＋１）×（ｍ＋１）阶正交矩
阵，由［Ａ，ｌ］Ｔ×［Ａ，ｌ］的特征向量组成；∑ ＝ｄｉａｇ
［σ１，σ２，…，σｍ＋１］为ｎ×（ｍ＋１）阶的对角矩阵，对
角线上的元素为奇异值，非对角线上的元素为

０［１０］。
为了应用ＴＬＳ求得的转换参数ｘ使目标函数式

７９
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（９）最小，将式（８）改写成：

Ａ⌒，ｌ
⌒
·

ｘ^
－１

＝０ （１１）

式中｜Ａ⌒，ｌ
⌒
｜为平差值，^ｘ为转换参数 ｘ的最佳估值。

｜^ｘ，－１｜Ｔ是｜Ａ⌒，ｌ
⌒
｜张成的零度空间，^ｘ的解为［６］：

ｘ^＝ －１
ｖｍ＋１，ｍ＋１

·｜ｖ１，ｍ＋１，ｖ２，ｍ＋１，…，ｖｍ，ｍ＋１｜ （１２）

同时得到总体最小二乘的残差矩阵、单位权方

差、参数的协方差矩阵分别为［７］：

　 ［^ｂ，^Ｖ］＝［Ａ，ｌ］－［Ａ⌒，ｌ
⌒
］＝σｍ＋１μｍ＋１ｖ

Ｔ
ｍ＋１ （１３）

σ^２０（ＴＬＳ）＝
ｖ^
ｒ （１４）

Ｄ（^Ｘ）≈σ^２０（Ｎ－^ｖＩｍ）
－１Ｎ（Ｎ－^ｖＩｍ）

－１ （１５）
式中 ｖ^为 Ｖ^ＴＶ＋ｖｅｃ（^ｂ）Ｔｖｅｃ（^ｂ）Ｔ，Ｎ＝ＡＴＡ。

３　转换步骤与算例

３．１　转换步骤
应用ＧＮＳＳ技术改造、建设国家或地方参心坐

标系控制网时，将参心坐标系的控制点坐标转换为

地心坐标系的三维空间直角坐标，应用总体最小二

乘（ＴＬＳ），结合转换模型式（１）进行坐标系的转换。
转换步骤如下：

１）首先将参心坐标系的二维坐标（平面坐标或
大地坐标）转换为空间三维直角坐标［１１］；

２）应用ＧＮＳＳ技术进行控制测量，获得控制点
在地心坐标系中的空间三维直角坐标或者控制点间

的基线向量；

３）结合式（２）、（８）建立误差方程，根据式（１０）
～（１２）求得转换参数的ＴＬＳ解，实现坐标系转换；
４）根据式（１４）与式（１５）对转换结果进行精度

评定。

３．２　算例
利用已知数据分别在最小二乘与总体最小二乘

准则下建立ＧＭ模型，已知点在 ＷＧＳ８４坐标系下
的空间三维直角坐标与北京５４坐标系下的大地坐
标见表１［１１］，ＬＳ与ＴＬＳ求解模型转换参数的结果与
精度见表２。

由表２可得，用最小二乘与总体最小二乘求解

表１　控制点在不同坐标系下的坐标
Ｔａｂ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

点号 Ｘ８４（ｍ） Ｙ８４（ｍ） Ｚ８４（ｍ） Ｂ５４（°　′　″） Ｌ５４（°　′　″）

１ －２２３８０１７．８０８９ ５０１９８３０．９８４５ ３２２５４５５．６６１１ ３０３４３０．４９７４２ １１４０１４２．１８０８６
２ －２２７３７８４．５３５９ ５００８８９４．５５８７ ３２１７５０２．７５５２ ３０２９３０．５２７０９ １１４２４５４．０６２４７
３ －２２４７６６４．７５１１ ５０３１８００．３６６１ ３２００１５１．３３９６ ３０１８３７．５７０１３ １１４０４０９．５４２７１
４ －２２６０４７４．３１０５ ４９９０５６８．１９２４ ３２５４８６５．９１５７ ３０５３０１．５３８３６ １１４２２０２．９４８５８
５ －２２５７９１５．４０８６ ５００９８３６．９４６８ ３２２７１３１．９５７６ ３０３５３３．５６６８１ １１４１５３７．０６０５６
６ －２２９９５０３．９３３１ ４９７５７１３．８９７５ ３２５０３０８．６５３７ ３０５００９．０４１８６ １１４４８１１．３９９２８

表２　ＬＳ与ＴＬＳ求解转换参数与精度评定
Ｔａｂ．２　ＳｏｌｖｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆＬＳａｎｄＴＬＳ

Ｘ０（ｍ） Ｙ０（ｍ） Ｚ０（ｍ） δμ εＸ（ｓ） εＹ（ｓ） εＺ（ｓ） σ０（ｍｍ）

ＬＳ －６３．７４２７ １４０．８２８５ ９３．９３０４ －０．００００１１ １．０６２ －１．６６７ １．１０３ ０．６８１９６
ＴＬＳ －６３．７４２７ １４０．８２８４ ９３．９３０４ －０．０００００９ １．０６２ －１．６６７ １．１０２ ０．４６２３９

模型参数的数值相差不大，ＴＬＳ计算得到的单位权
中误差数值较小。这说明与无法顾及控制点在原坐

标系统中的坐标误差的最小二乘算法建立的 ＧＭ
模型相比，根据ＴＬＳ建立的模型求解转换参数更加
科学、合理。

４　结论
１）结合ＬＳ、ＴＬＳ，给出适合我国参心坐标系与地

心坐标系间转换的空间三维直角坐标转换方法。

２）应用 ＴＬＳ建立的模型由于顾及了控制点在
参心坐标系中的大地高误差，求解转换模型的参数

以及中误差比应用ＬＳ方法计算结果精度高，求解更

合理。

３）在求解模型参数时，将控制点在原坐标系统
与目标坐标系统中的坐标当作等精度处理，没有顾

及控制点间的坐标精度也是不等的现实，这需要在

以后的研究工作中解决。
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