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球体位错理论的基本解
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摘　要:位错理论是现代地震学中计算地球内部位错源引起的地表变形的重要理论模型.诸多学者对准静

态位错理论模型进行了研究,其中大量工作是在前人给出的基本解的基础上进行的.回顾了位错理论模型的

基本物理方程,包括平衡方程、本构关系和泊松方程,并分别推导了无自重、不可压缩、自重可压缩的地球模型

下的通解.给出的基本解可以用于进一步理解和计算一维径向分层的地震变形问题.
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　　地震发生在断层上,断层的破裂会辐射地震

波,并引起地壳变形和地球物质迁移.震源力可

以用位错/位移间断来描述.位错理论是现代地

震学的重要理论支柱,是模拟同震变形、震后变形

以及地震波形的重要物理工具.通过位错理论计

算格林函数,并利用大地测量或地震学观测数据

反演震源参数和滑移是研究地震破裂、构造地质

等方面的重要手段[１Ｇ２].随着重力卫星 GRACE
能够观测到全球特大地震,位错理论模型在解释

卫星观测信号以及利用同震重力变化确定震源参

数的研究中也起着重要作用[３Ｇ７].
自Steketee[８]将位错理论引入地震学后,大

量学者研究了均匀半无限空间地球模型下的同震

变形问题.Okada[９]总结整理了前人的工作,并
给出了点源和矩形断层的解析公式,可以用于计

算任意剪切或引张断层在均匀半空间下引起的同

震地表位移、应变和倾斜,解析公式简洁实用、计
算效率高,广泛应用于地震断层参数和滑移分布

的反演问题.陈运泰等[１０Ｇ１１]讨论了结合半无限空

间位错理论和地表形变资料进行震源反演的一般

方法,并利用实际观测数据反演了１９６６年邢台地

震和１９７６年唐山地震的震源过程.Rundle[１２]利

用贝塞尔函数得到了无自重的层状半无限空间的

同震变形.Okubo[１３]推导并给出了弹性均匀半

无限空间的同震重力变化,与 Okada相似,该理

论模型 也 是 简 洁 的 解 析 公 式.基 于 Takeuchi

等[１４]给出的地震球面波理论,Sun等[１５Ｇ２０]利用龙

格Ｇ库塔数值方法解决了在一个球对称的分层地

球模型下,由内部位错源引起的地表位移、应变、
重力和垂线偏差的变化.研究表明,当震源距超

过１０°,地球曲率的影响可达１０％;震源距大于

０．５°时,需要考虑地球径向的不均匀性[１８].OkuＧ
bo[２１]提出了互易定理,将位错解与潮汐、剪切力、
负荷变形的解联系在一起,即一个内部位错源引

起的地表变形可以用在该深度的潮汐解、剪切力

解和负荷解线性表示.Pollitz[２２]给出了无自重层

状球形地球的同震位移.基于 Rundle和 Okada
的理论模型,Wang等[２３]发展了分层半无限空间

的位错理论,并采用传递矩阵的方法得到地表的

同震变形.郝金来等[２４]使用了梯形积分和Filon
积分相结合的方法得到了分层介质地球模型的同

震位移、应力和应变,加快了计算速度.Fu等[２５]

在Sun等[１５]的球体位错理论基础上,利用微扰原

理研究了球形地球横向不均匀性对同震变形的

影响.
将弹性位错理论进行扩展可以得到震后黏弹

性变形.对黏弹性本构关系经过 Laplace变换后

得到与弹性问题相同的形式,按照弹性位错方程

的解法得到 Laplace域的变形,再对其进行 LaＧ
place反变换得到震后黏弹性变形.Rundle[２６]考

虑了一个更接近真实地球的自重、分层半无限空

间模型,给出了矩形推覆断层引起的黏弹性变形.
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Pollitz[２７]解决了在一个黏弹性、无自重的球形地

球模型下,由位错源引起的区域同震位移场和应

变场.Piersanti等[２８]、Sabadini等[２９]给出了自

重、不可压缩、层状球形地球下,位错源引起的地

表震后黏弹性变形.另外,多位学者给出了计算

有限分层数的震后黏弹变形方法[３０Ｇ３１].Tanaka
等[３２]利用复平面路径积分的方法解决了有限层

数问题.Wang等[３３]利用虚轴积分给出了自重、
可压缩、分层半无限空间的黏弹性变形,并给出了

一套实用的计算程序.
径向一维分层地球模型下的弹性、黏弹性位

错理论都较成熟,但以上研究工作都基于前人给

出的经典理论方程的解,并未重新给出基本解.
为了方便相关领域研究人员理解和使用球体位错

理论模型,本文给出不同物理前提条件下的均匀

球变形方程的基本解.

１　物理方程

对于无自重的、非自转的地球模型,平衡方程

可以写为:
Ñ􀅰σ＋ρF ＝０ (１)

式中,ρ为介质密度,σ为应力张量,F为外力.如

果只考虑弹性地球介质,根据胡克定律,应力应变

关系为:

σ＝λÑ􀅰uI＋μ(Ñu＋uÑ) (２)
式中,u为位移矢量,λ和μ为拉梅常数,后者也是

剪切模量或刚度,I为单位矩阵,uÑ＝ (Ñu)T.假

设介质为均匀的、各向同性的,则有:
Ñ􀅰σ＝ (λ＋μ)ÑÑ􀅰u＋μÑ２u (３)

将式(３)代入式(１)中,并运用:
Ñ× Ñ×u＝ ÑÑ􀅰u－ Ñ２u (４)

可得:
(λ＋２μ)ÑÑ􀅰u－μÑ× Ñ×u＋ρF ＝０ (５)

　　考虑地球的自重,假设无变形的地球是球对

称的,并处于静水平衡状态,初始压力可以写为:
Ñp０ ＝－ρ０g０er (６)

令r０ 和r表示变形体的初始位置和变形后的位

置,则与位移有如下关系:

r＝r０＋u (７)
且初始平衡应力为:

σ０(r０)＝－p０(r－u)I＝
－(p０－u􀅰Ñp０)I＝－(p０＋ρ０g０ur)I (８)

其散度为:
Ñ􀅰σ０ ＝－ Ñ(p０＋ρ０g０ur)＝

ρ０g０er－ρ０ Ñ(g０ur)－(Ñρ０)g０ur (９)
另一方面,变形后的密度为:

ρ(r)＝ρ０(r)－ Ñ􀅰(ρ０u) (１０)
故密度增量为:

Δρ＝－ Ñ􀅰(ρ０u) (１１)
变形体的引力位为初始引力位和扰动位之和:

ψf ＝ψ＋ψ０ (１２)
初始引力位的梯度为正常重力,即 Ñψ０ ＝－g０er.
变形单元因重力作用产生的体力增量为:

ρFg ＝ρ(r)ψf ＝ρ０ Ñψ－ρ０g０er＋

ρ０g０(Ñ􀅰u)er＋(Ñρ０)g０ur

(１３)

将式(９)、(１３)代入式(１)中,并考虑σ＝σδ ＋σ０,
可得自重的平衡方程:

Ñ􀅰σδ＋ρ０[Ñ(ψ－g０ur)＋g０(Ñ􀅰u)er]＋
ρFD ＝０ (１４)

式中,σδ 为应力变化,FD 为位错力源.考虑到并

不引起混淆,此后用σ替代σδ.将式(９)、(１３)代
入式(５)中,得到平衡方程的另一种形式:

(λ＋２μ)ÑÑ􀅰u－μÑ× Ñ×u＋
ρ０[Ñ(ψ－g０ur)＋g０(Ñ􀅰u)er]＋ρFD ＝０

(１５)
另外,在球体内部的扰动位满足泊松方程:

Ñ２ψ＝－４πGΔρ＝４πG Ñ􀅰(ρ０u) (１６)

２　球形地球下的常微分方程组

本文考虑的地球模型是均匀的、非自转的和

球对称的模型,故需要考虑§１得到的平衡方程

(１５)和泊松方程(１６)在球坐标 (r,θ,λ)下的解.
首先,将位移、应力和引力位表达为球谐函数形

式.对于矢量场,可以分解为球型和环型的多极

表达,位移和法向应力矢量可以写为:

u(r,θ,λ)＝ ∑
¥

l＝０
∑
l

m＝－l

(y１(r)Plm ＋

　　y３(r)Blm ＋yt
１(r)Clm)

σ(r,θ,λ)􀅰er ＝ ∑
¥

l＝０
∑
l

m＝－l

(y２(r)Plm ＋

　　y４(r)Blm ＋yt
２(r)Clm)

(１７)

式中,

Plm ＝Ylm(θ,λ)er

Blm ＝ Ñ１Ylm(θ,λ)＝ (eθ∂θ＋
　　eλsin－１θ∂λ)Ylm(θ,λ)

Clm ＝－r× Ñ１Ylm(θ,λ)＝
　　(eθsin－１θ∂λ－eλ∂θ)Ylm(θ,λ)

(１８)

式中,Ñ１＝∂θeθ ＋sin－１θ∂λeλ 是表面梯度算子,

Ylm(θ,λ)＝Plm(cosθ)eimλ 是面谐函数,Plm(cosθ)
为勒让德函数.引力位可以按照标量场展开:

ψ(r,θ,λ)＝ ∑
¥

l＝０
∑
l

m＝－l
y５(r)Ylm(θ,λ) (１９)

６０１１
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　　为 了 得 到 方 程 的 解,除 了 上 述 未 知 变 量

(y１(r),y２(r)~y５(r))之外,还需引入另一个新

变量[１４]:

y６(r)＝y′５(r)－４πGρ０y１(r)＋l＋１
r y５(r)

(２０)

　　引力位在地球内部满足泊松方程(１６),在
地表满足拉普拉斯方程.地表处的边界条件较

为复杂,而y６(r)在地表为０,该变量的引入将

对后面利用边界条件得到方程的通解系数提供

方便.同引力位的展开,将体积变化作球谐展

开得:

Δ＝ Ñ􀅰u＝ ∑lχlYl (２１)

且χl 和y１、y３ 有如下关系:

χl ＝y′１＋２
ry１－l(l＋１)

r y３ (２２)

　　平衡方程(１４)可以分为两个分别关于er和eθ

的方程,略去繁琐的数学过程,直接给出这两个方

程的化简结果:

y′２＋１
r

[－l(l＋１)y４－２μχl＋６μy′１]＋ρ０y′５－

ρ０[y１(４πGρ０－２
rg０)＋g０y′１]＋ρ０g０χl ＝０

(２３)

y′４＋１
r

[λχl＋２μ
ry１＋３y４＋

２μ
r

(１－l(l＋１))y３]＋ρ０

ry５－ρ０g０

ry１ ＝０

(２４)
同理,弹性本构关系方程(２)在球坐标下表示为:

σij ＝λεkkδij ＋２μεij (２５)

式中,δij 为狄拉克符号,应变分量的球坐标表达

为:

εrr ＝∂rur

εθθ ＝ １
r

(∂θuθ＋ur)

ελλ ＝ １
r

(１
sinθ∂λuλ＋ur＋cotθuθ)

εrθ ＝ １
２

[∂ruθ＋１
r

(∂θur－uθ)]

εrλ ＝ １
２

[∂ruλ＋１
r

(１
sinθ∂λur－uλ)]

εθλ ＝ １
２r

(∂θuλ－cotθuλ＋ １
sinθ∂λuθ)

(２６)

同样,略去数学过程,得到以下两个微分方程:

y２ ＝ (λ＋２μ)y′１＋λ
r

[２y１－l(l＋１)y３]

(２７)

y４ ＝μ[y′３＋１
r

(y１－y３)] (２８)

由泊松方程可得一个二阶微分方程:

d２y５

dr２ ＋２
r

dy５

dr －l(l＋１)
r２

y５ ＝

４πG(ρ０χl＋dρ０

dry１) (２９)

　　联合式(２０)~(２４)以及式(２７)~(２９),并考

虑可压缩的 (χl ≠０)一般形式,可得关于y１(r)

~y６(r)的一阶齐次微分方程组:

dy１

dr ＝ １
β

y２－λ
r

[２y１－l(l＋１)y３]{ }
dy２

dr ＝ ４
r

(３kμ
rβ

－ρ０g０)y１－４μ
rβ

y２＋l(l＋１)
r

􀅰

(ρ０g０－６μk
rβ

)y３＋l(l＋１)
r y４＋ρ０

l＋１
r y５－ρ０y６

dy３

dr ＝ １
μ
y４－１

r
(y１－y３)　　　　　 　　(３０)

dy４

dr ＝ １
r

(ρ０g０－６μk
rβ

)y１－λ
rβ

y２＋２μ
r２β

[(２l２＋

２l－１)λ＋２(l２＋l－１)μ]y３－３
ry４－ρ０

ry５

dy５

dr ＝y６＋４πGρ０y１－l＋１
r y５

dy６

dr ＝４πGρ０(l＋１)
r

(y１－ly３)＋l－１
r y６

式中,记β＝λ＋２μ,k＝λ＋２
３μ.式(３０)是６个球

型的一阶微分方程.相对而言,可以较容易地得

到２个关于环型解yt
１ 和yt

２ 的微分方程组:

dyt
１

dr ＝ １
ryt

１＋１
μ
yt

２

dyt
２

dr ＝
(l－１)(l＋２)μ

r２ yt
１－３

ryt
２

(３１)

　　需要指出的是,式(３０)和(３１)给出的都是齐

次方程组,不包括位错力项.对于一个非齐次方

程组,其解的构成是齐次方程组的通解与非齐次

项的特解.非齐次项也可以通过边界条件解决,
即位错变形的解可以通过方程组(３０)和(３１)的通

解在地表和位错间断面满足边界条件得到,故这

里主要考察齐次方程组的解.

３　均质球下的基本解

本节将在不同的物理简化假设下给出变形方

程在均质球的基本解,首先讨论不同地球模型的

球型解,最后给出环型解.

３．１　无自重的地球模型

首先,假设地球模型无自重,平衡方程中的

G、ψ和g０ 均消失,同时泊松方程消失.式(３０)中

７０１１



大 地 测 量 与 地 球 动 力 学 ２０１７年１１月

关于y５ 和y６ 项消失后,６个球型一阶微分方程退

化为４个:

dy１

dr ＝ １
β

y２－λ
r

[２y１－l(l＋１)y３]{ }
dy２

dr ＝ ４
r

(３kμ
rβ

)y１－４μ
rβ

y２－l(l＋１)
r

􀅰

(６μk
rβ

)y３＋l(l＋１)
r y４

dy３

dr ＝ １
μ
y４－１

r
(y１－y３)　 　

dy４

dr ＝－１
r

(６μk
rβ

)y１－λ
rβ

y２＋２μ
r２β

[(２l２＋２l－１)λ＋２(l２＋l－１)μ]y３－３
ry４

(３２)
通过数学运算,容易得到上述方程组的解:

ys ＝ y１ y２ y３ y４[ ]＝
－(l＋１)r－l－２ － １

f１
[(l＋１)λ＋(l＋３)μ]lr－l １

f２
[lλ＋(l－２)μ](l＋１)rl＋１ lrl－１

２μ(l＋２)(l＋１)r－l－３ ２μ
f１

[(l２＋３l－１)λ＋l(l＋３)μ]lr－l－１ ２μ
f２

[(l２－l－３)λ＋(l２－l－２)μ](l＋１)rl ２μl(l－１)rl－２

r－l－２ r－l rl＋１ rl－１

－２μ(l＋２)r－l－３ －２μ
f１

[(l２－１)λ＋(l２－２)μ]r－l－１ ２μ
f２

[(l２＋２l)λ＋(l２＋２l－１)μ]rl ２μ(l－１)rl－２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

(３３)
式中,f１ ＝ (l－２)λ＋(l－４)μ,f２ ＝ (l＋３)λ＋
(l＋５)μ.不考虑自重情况下的解为rl 和r－l 的函

数,式(３３)中矩阵的逆可以解析得到.通过传递

矩阵方法将球心处的解和地表解分别传递到位错

间断面的下、上表面,满足位错简单条件和地表处

自由表面边界条件得到通解的系数.鉴于解的便

利性,该模型在计算同震位移时应用广泛.
３．２　不可压缩的地球模型

在短时间尺度上,地球的体积因外力作用发

生变化;在长时间尺度上,变形地球可以近似认为

体积不变,即不可压缩介质.不可压缩的地球模

型是模拟冰川均衡调整、长时间尺度的震后黏弹

性变形等地球物理问题的经典模型.当体积不变

时,χl ＝０,密度为常数∂rρ０ ＝０,故由式(１１)可
知密度增量为０,即Δρ＝０.此时,平衡方程(１４)
和泊松方程(１６)解耦,且泊松方程退化为拉普拉

斯方程.仅考虑齐次方程形式,有:
Ñ􀅰σ＋ρ０ Ñ(ψ－g０ur)＝０ (３４)

Ñ２ψ＝０ (３５)
对于不可压缩介质,令

lim
λ→¥,Δ→０

(λΔ)＝ΕΠ (３６)

故在不可压缩条件下,本构关系式(３)为:
Ñ􀅰σ＝λΠ－μÑ× Ñ×u (３７)

将式(３７)代入式(３４)中得到:

ÑΓ－μ
ρ０

Ñ×H ＝０ (３８)

式中,

Γ＝ψ－g０ur＋Π
ρ０

(３９)

H ＝ Ñ×u (４０)
将Γ和H 在球坐标系展开:

Γ＝ ∑
¥

l＝０
ΓlPl (４１)

H ＝ ∑
¥

l＝０
Hl∂θPleλ (４２)

将式(４１)、(４２)作用在式(３８)得:

∂rΓl＋μ
ρ０

l(l＋１)
r Hl ＝０ (４３)

　　一方面,对式(３８)取散度,并使用 Ñ􀅰(Ñ×H)

＝０有:
Ñ２
rΓl ＝０ (４４)

式中,Ñ２
r＝ d２

dr２＋
２
r

d
dr－l(l＋１)

r２ ,式(４４)为拉普

拉斯方程,解为:

Γl ＝ μ
ρ０

(C１rl＋C∗
１r－l－１) (４５)

同理,方程(３５)的解为:

y５ ＝C３rl＋C∗
３r－l－１ (４６)

顾及χl ＝０,由式(２２)可得:

y３ ＝ry′１＋２y１

l(l＋１) (４７)

　　另一方面,结合式(４０)可得:

Hl ＝
Ñ２
r(ry１)

l(l＋１) (４８)

联合式(４３)、(４５)和(４８)可得y１ 的解:

y１ ＝－ C１l
２(２l＋３)r

l＋１＋C２rl－１－

C∗
１ (l＋１)

２(２l－１)r
－l＋C∗

２r－l－２ (４９)

代入式(４７)可得y３ 的解:

y３ ＝－ C１(l＋３)
２(l＋１)(２l＋３)r

l＋１＋C２

lr
l－１＋

C∗
１ (l－２)

２l(２l－１)r
－l－ C∗

２

l＋１r
－l－２ (５０)

将y１ 和y３ 代入式(２８)可得到y４:

y４ ＝－ C１l(l＋２)μ
(l＋１)(２l＋３)r

l＋２C２(l－１)μ
l rl－２－
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C∗
１ (l２－１)μ
l(２l－１)r－l－１＋２C∗

２ (l＋２)μ
l＋１ r－l－３ (５１)

由应力Ｇ应变关系得:

y２ ＝Π＋２μy′１ (５２)
将式(４５)和(４９)代入可得y２ 的解:

y２ ＝C１[２(－l２＋l＋３)μ－ρ０g０lr]
２(２l＋３) rl＋

C２[２(l－１)μ＋ρ０g０r]rl－２－C３ρ０rl＋
C∗

１ [２(l２＋３l－１)μ－(l＋１)ρ０g０r]
２(２l－１) r－l－１＋

C∗
２ [－２(l＋２)μ＋ρ０g０r]r－l－３－C∗

３ρ０r－l－１

(５３)
最后得到y６:

y６ ＝C１２πGρ０l
２l＋３rl＋１－C２４πGρ０rl－１＋C３(２l＋１)rl－１＋

C∗
１ [２(l＋１)πGρ０]

２l－１ r－l－C∗
２４πGρ０r－l－２ (５４)

　　至此,得到了自重、不可压缩、球对称的均质

地球模型的解,式中 (C１,C２,C３,C∗
１ ,C∗

２ ,C∗
３ )为

待定系数,可以通过地表自由边界条件和位错间

断条件求得.

３．３　自重、可压缩的地球模型

当自重效应和压缩性无法忽略时,平衡方程

(１５)和泊松方程(１６)耦合,且可以化为６个一阶

微分方程组(３０),其解较无自重模型和不可压缩

模型复杂.同上,在均质球下,密度为常量,即

∂rρ０ ＝０.对平衡方程(１５)的齐次方程两边取旋

度,有:

μ
ρ０

Ñ２H＋ Ñ×(g０Δer)＝０ (５５)

式中,H 定义见式(４０).另一方面,对方程(１５)
两边取散度,并整理后有:

(λ＋２μ
ρ０

Ñ２＋４πG)Δ＋g０er􀅰Ñ×H ＝０(５６)

将球谐展开式代入式(５５)、(５６),得:
Ñ２
rHl ＝ξV－２

sχl (５７)
(Ñ２

r＋V－２
p ４πG)χl ＝l(l＋１)ξV－２

p Hl (５８)

式中,V２
p ＝λ＋２μ

ρ０
,V２

s ＝μ
ρ０

,分别是P波和S波

速度;ξ＝g０

r ＝４πGρ０

３
.对式(５８)两边作用 Ñ２

r 算

子,有:
Ñ２
r(Ñ２

r＋X２)χl ＝γ２χl (５９)
式中,X２ ＝４πGV－２

p ,γ２ ＝l(l＋１)ξ２V－２
pV－２

s .令

k２
c± ＝ １

２
(X２± X４＋４γ２) (６０)

则式(５９)可以写为:
(Ñ２

r＋k２
c＋)(Ñ２

r＋k２
c－)χl ＝０ (６１)

该方程可以化为２个 Helmholtz方程,得到４个

独立的解:

χl ＝ jl(kc＋r) jl(kc－r) nl(kc＋r) nl(kc－r)[ ]T

(６２)
式中,jl(kr)、nl(kr)(k＝kc±)分别是第一类和第

二类球贝塞尔函数,jl(kr)在r＝０处正则,在r
＝ ¥处奇异;nl(kr)与之相反.不失一般性,下面

将jl(kr)和nl(kr)统一用fl(kr)表示,求出自

重、可压缩的均质球变形方程的基本解.设:

Hl ＝Chfl(kr) (６３)
将其和式(６２)一并代入到方程(５７)中,可以求得:

Ch ＝－ ξ
k２V２

s
(６４)

另一方面,顾及χl 和Hl 的定义式(２２)以及

Hl ＝dy３

dr ＋y３－y１

r
(６５)

可得:
Ñ２
r(ry１)＝rχ′l＋２χl＋l(l＋１)Hl (６６)

Ñ２
r(ry３)＝rH′l＋３Hl＋χl (６７)

进 一 步,利 用 关 系 rf′l(kr) ＝ lfl(kr)－
krfl＋１(kr),式(６６)、(６７)写为:

Ñ２
r(ry１)＝－krfl＋１(kr)＋

(l＋２)fl(kr)＋l(l＋１)Chfl(kr) (６８)
Ñ２
r(ry３)＝－Chkrfl＋１(kr)＋
(l＋３)Chfl(kr)＋fl(kr) (６９)

假设ryr ＝C１fl(kr)＋C２rfl＋１(kr),并利用球贝

塞尔函数的递推关系:

kr[fl(kr)＋fl＋２(kr)]＝ (２l＋３)fl＋１(kr)
(７０)

可得到y１ 的解为:

ry１ ＝k－２[Wlfl(kr)＋krfl＋１(kr)] (７１)
式中,

W ＝－(１＋Ch ＋Chl) (７２)
相似地,可得y３ 的解为:

ry３ ＝k－２[Wfl(kr)＋Chkrfl＋１(kr)](７３)
再将y１ 和y３ 代入式(２７)、(２８)中,得到y２ 和y４:

k２r２y２ ＝ [２l(l－１)Wμ＋k２r２β]fl(kr)＋
２[Chl(l＋１)－２]μkrfl＋１(kr) (７４)

k２r２y４ ＝ [２(l－１)W ＋Chk２r２]μfl(kr)－
２(Ch －１)μkrfl＋１(kr) (７５)

式(７４)中,β＝λ＋２μ,与前文定义一致.
泊松方程可以写为:

Ñ２
ry５ ＝３ξχl (７６)

可以求得y５ 的解:

y５ ＝－３k－２ξfl(kr) (７７)
最后,由式(２０)得到y６ 的解:
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ry６ ＝３k－２(l＋１)(Chl－１)ξyl(kr) (７８)
由于k＝kc± 以及fl(kr)＝(jl(kr),nl(kr)),上述

过程可以得到４组关于y１、y２、y３、y４、y５、y６ 的解.
另外,可以容易得到二组解:

y５,６ ＝

lrl－１ r－l－２

２μl(l－１)rl－２ ２μ(l＋１)(l＋２)r－l－３

rl－１ －(l＋１)r－l－２

２μ(l－１)rl－２ ２μ(l＋２)r－l－３

lξrl －(l＋１)ξr－l－１

２l(l－１)ξrl－１ ３ξ(l＋１)r－l－２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(７９)

３．４　环型解

相对于复杂的球型方程,环型方程(３１)较为

简单.该方程没有重力项和体积变化项,故在任

何物理假设条件下,其解均为:

yt ＝
rl r－l－１

(l－１)μrl－１ －(l＋２)μr－l－２

é

ë
êê

ù

û
úú (８０)

４　结　语

本文回顾了位错引起的地球变形和引力位变

化的方程,并给出了非自转、球对称、各向同性的

均质球下的基本解.

１)对于无自重的地球模型,不考虑引力位的

改变,６个一阶微分方程组退化为４个,其球型解

为关于rl 和r－l－１ 的函数.

２)对于不可压缩的地球模型,体积不变,平衡

方程和泊松方程解耦,其球型解同样为rl 和r－l－１

的函数.

３)对于顾及自重和可压缩性的模型,其球型

解除了２组分别关于rl 和r－l－１ 的函数外,还有４
组关于特殊函数jl(kr)和nl(kr)的解.

４)环型解的形式为关于rl 和r－l－１ 的函数.
在这些解中,rl 和jl(kr)在球心处正则,无

穷远处奇异;r－l－１ 和nl(kr)在球心处奇异,无穷

远处正则.
以上３种一维地球模型各有用处,例如,鉴于

无自重均质球模型的简易性,可以用于与半无限

空间模型比较研究地球的曲率效应[３４];不可压缩

模型可以用于近似模拟长时间尺度的震后变

形[２８];自重、可压缩的球体模型可以用于模拟完

整的同震和震后变形、重力场变化[１９,３２].
在实际计算地球因内部位错引起的变形时,

需要考虑分层效应.此时,微分方程组(３０)和

(３２)中与地球材料有关的参数不再是常数,而是

随着深度改变.无论如何,在某一分层上,这些参

数仍然可以视为常数,满足微分方程组,故解的形

式为本文给出的基本解.对于无自重和不可压缩

的地球模型而言,基本解为简单的解析解,组成的

矩阵的逆同样可以解析得到,故可以通过矩阵传

递的方法,满足地表自由边界条件和位错间断条

件,求出待定系数.对于自重可压缩的地球模型

而言,基本解含有球贝塞尔函数,难以解析得到逆

矩阵.可以通过龙格Ｇ库塔方法将微分方程组

(３０)的通解从球心处积分到地表,再将位错的特

解从位错间断面积分到地表,共同满足地表自由

边界条件得到待定系数.
本文着重解决微分方程组(３０)的通解,位错

特解可以用位移间断表达,其球谱域的展开表达

式可以参考文献[１４]和[３５].
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Abstract:Inmodernseismology,dislocationtheoryplaysanimportantroleinthecomputationofsurＧ
facedeformationinducedbyaninternaldislocationsource．ManyresearchershavestudiedquasiＧstatic
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