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摘　要　为避免频繁的开平方运算，提出了基于Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程残差的抗差Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法。将正交化方法引入
到Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法中以提高算法的稳定性并节省内存空间。实验表明，新的抗差算法与原算法抗差效果相当，计算效
率提高约３０％。
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１　引言
针对 ＧＰＳ伪距单点定位观测方程求解的非线

性问题，美国的 Ｂａｎｃｒｏｆｔ［１］于１９８５年提出了一种称
之为“闭合求解”的全局性非线性最小二乘算法

（Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法）。这是一种不需要迭代具有代数解
析性的直接解算方法，在计算上有效且数值稳定。

文献［２］对这种方法进行了详细的论述，提出了抗
差Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法和以此为基础的两步非线性滤波方
法［２，３］。

该算法是伪距单点定位最常用的方法之一，但

是其本身仍存在一些问题有待探讨，比如权矩阵的

确定和解的统计特性等问题［２］。本文直接从

Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程入手，探讨了 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法解的判
断方法和权矩阵的确定问题，提出了基于Ｌｏｒｅｎｔｚ内
积方程残差的抗差 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法。另外，将正交化
方法引入到 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法中，证明了正交化方法的
有效性。最后通过仿真算例，证明了新的定权方法

的正确性，比较了新的抗差 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法与原方法
的抗差效果和计算效率。

２　权矩阵的确定和 Ｂａｎｃｒｏｆｔ解的判
断

２．１　Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法
Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法的详细推导过程请参看文献［１］。

该算法的主要依据是 Ｒ４维空间下的 Ｌｏｒｅｎｔｚ内积。
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对于向量ｇ，ｈ∈Ｒ４，定义它们的Ｌｏｒｅｎｔｚ内积为：
＜ｇ，ｈ＞＝ｇＴＭｈ＝ｕＴｖ－αβ （１）

其中：

　ｇ＝［ｕＴ
３×１
α］Ｔ，ｈ＝［ｖＴ

３×１
β］Ｔ，Ｍ

４×４
＝
Ｉ
３×３[ ]－１

（２）

对于第ｊ颗卫星有伪距方程：

　珓ρｊ－ｂ＝ （ｘｊ－ｘ）２＋（ｙｊ－ｙ）２＋（ｚｊ－ｚ）槡
２ （３）

式中，ｂ＝ｃδｔ表示接收机钟差等效距离；珓ρｊ表示消除
卫星钟差的伪距。定义卫星位置向量为：

Ｓｊ＝［ｘｊ ｙｊ ｚｊ］Ｔ，Ｔｊ＝［（Ｓｊ）Ｔ 珓ρｊ］Ｔ （４）
接收机位置向量为：

μ＝［ｘｙｚ］Ｔ，Ｘ＝［μＴ　ｂ］Ｔ （５）
等式（３）两边取平方并表示成 Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程的
形式：

　１２＜Ｔ
ｊ，Ｔｊ＞－＜Ｔｊ，Ｘ＞＋１２＜Ｘ，Ｘ＞＝０ （６）

对于每一个伪距观测值 珓ρｊ和对应的卫星位置
向量Ｓｊ，均可根据式（６）列出一个Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程。
设在某一历元观测到 ｄ（ｄ≥４）颗卫星，则可给出此
时的Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程组：

θ－ＢＭＸ＋λτ＝０ （７）
其中：

Ｂ＝

ｘ１ ｙ１ ｚ１ 珓ρ１

ｘ２ ｙ２ ｚ２ 珓ρ２

┇ ┇ ┇ ┇
ｘｄ ｙｄ ｚｄ 珓ρ











ｄ

θ＝［θ１ θ２ … θｄ］Ｔ，θｊ＝１２＜Ｔ
ｊ，Ｔｊ＞

τ
ｄ×１
＝［１１ … １］Ｔ，λ＝１２＜Ｘ，Ｘ＞

在式（７）中，如果λ为已知数（实际上到目前为止 λ
还是未知的），则可得最优估计：

Ｘ^＝
μ^
＾[ ]ｂ ＝ＭＦ（λτ＋θ） （８）

其中：Ｆ＝（ＢＴＰＢ）ＢＴＰ为 Ｂ的广义逆；Ｐ为伪距观
测值的权阵［２］。式（８）中的未知参数λ可由以下二
次方程解出：

＜Ｆτ，Ｆτ＞λ２＋２（＜Ｆτ，Ｆθ＞－１）λ＋
＜Ｆθ，Ｆθ＞＝０ （９）
将上式的两个解λ１和λ２分别代入式（８）中可得到
两组解。

２．２　权矩阵的确定和解的判断
由公式（８）和（９）求得的两组解，只有一组是正

确的。为了确定正确的解，传统的方法是分别利用

两组解反求伪距值。若求得的伪距值与经卫星钟差

改正后的原始伪距观测值基本一致，则认为该组解

为正确的Ｂａｎｃｒｏｆｔ定位结果［２，４］。

实际上，Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程组（７）中，θ是卫星位
置和伪距的函数，是已知的。Ｘ和λ是未知变量，但
λ可表示为Ｘ的Ｌｏｒｅｎｔｚ内积，可以先把Ｘ的解表示
成λ的函数的形式如公式（８），再利用 Ｌｏｒｅｎｔｚ内积
关系求得λ，从而求得 Ｘ的解。这就是所谓的“闭
合求解”的思想。因此不妨把Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程组写
成误差方程的形式：

Ｖ＝θ＋λτ－ＢＭＸ^ （１０）
这样Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法的解实际上是由以下目标函

数确定的。

Ｊ＝ＶＴＰＶ＝ｍｉｎ （１１）
将由公式（９）和（８）求得的两组解分别代入方

程组（１０），求得残差向量：
Ｖｉ＝θ－ＢＭＸ^ｉ＋λｉτ　（ｉ＝１，２） （１２）

进而求得 Ｊｉ＝Ｖ
Ｔ
ｉＰＶｉ，很显然，使得 Ｊｉ较小的

解，即为我们想得到的单点定位解。

现在讨论权距阵 Ｐ的确定问题。传统的方法
是直接利用伪距观测量 珓ρｊ的先验信息作为确定权
矩阵的依据，这在利用线性最小二乘求解时是严密

的。但是当伪距观测方程转换为 Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程
时，情况就有所不同了。先不考虑伪距观测误差对

矩阵Ｂ的影响（误差相对于伪距本身要小得多，对
矩阵Ｂ影响也很小）。由于：

　θｊ＝１２＜Ｔ
ｊ，Ｔｊ＞＝１２［（Ｓ

ｊ）ＴＳｊ－珓ρｊ珓ρｊ］ （１３）

根据误差的传播规律，θｊ的误差可表示为：
Δｊθ＝－珓ρ

ｊΔｊ珓ρ （１４）
其中Δｊ珓ρ为伪距 珓ρ

ｊ的误差。这样Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程组
的权应表示如下：

ｐｊ＝
δ２０

Ｄ（Δｊθ）
＝
δ２０

Ｄ（Δｊθ）
１
珓ρｊ珓ρｊ

（１５）

式中δ２０为单位权中误差，符号Ｄ表示方差。显然由
上式确定的权阵，要比直接利用伪距观测值的先验

信息直接定权更为严密。

３　基于Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程残差的抗差
Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法

文献［２］提出了抗差 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法。其基本思
想是利用伪距残差计算等价权因子［２，５，６］，对观测方

程重新赋权，然后重新进行Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法解算，直到
满足收敛要求。

ｖｊ＝珓ρｊ－^ｂ－ （ｘｊ－^ｘ）２＋（ｙｊ－^ｙ）２＋（ｚｊ－^ｚ）槡
２ （１６）

在计算伪距残差时需要进行开平方计算，而开

平方计算相比于乘除运算要复杂得多。

８８
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实际上，正如２．１节的分析，Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法可以
看成是 Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程组（７）的最小二乘解。
Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程组一旦构成，就不需要再考虑原来
的伪距观测方程。这样将Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法的解代入方
程（１０）就可求得Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程的残差向量 Ｖ及
其单位权中误差估值：

δ^０＝ ＶＴＰＶ／（ｄ－４槡 ）　　（ｄ＞４） （１７）
在此基础上，计算等价权因子，即可实施抗差计

算。过程如下：

１）计算Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法解；
２）计算Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程的残差向量Ｖ和单位

权方差估值，如式（１７）（ｄ不包括权为零的方程）；
３）计算等价权因子，观测方程重新定权；
４）重新计算Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法解；
５）收敛则结束计算；否则从第２步重新开始。
以上过程可以看出，新的算法成功避免了开平

方计算，因此有望节约计算时间。

４　正交化方法应用于Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法
正交化方法是解误差方程的常用方法，它可以

提高计算的数值稳定性，同时因避免了矩阵的求逆

运算，可以提高运算效率［７］。Ｌｏｒｅｎｔｚ内积方程组
（７）最小二乘解的目标函数（１１）可表示为：

Ｊ＝ ＱＷ
１
２Ｖ ＝ＶＴＷ

１
２ＱＴＱＷ

１
２Ｖ （１８）

其中Ｑ为正交矩阵，ＱＴＱ＝Ｉ；Ｗ
１
２Ｗ

１
２ ＝Ｐ。Ｑ可由

Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ或Ｇｉｖｅｎｓ变换确定，从而使：

ＱＷ
１
２Ｂ＝[ ]ＲＯ （１９）

Ｒ为４×４阶上三角阵，Ｏ为（ｄ－４）阶的零矩阵。
令：

ＱＷ
１
２θ＝

ｂθ
ｅ[ ]
θ

，ＱＷ
１
２τ＝

ｂτ
ｅ[ ]
τ

（２０）

ｂθ和ｂτ为４维列向量，ｅθ和 ｅτ为 ｄ－４维列向量，
将式（１９）、（２０）和（１０）代入公式（１８），则目标函数
可表示为：

　　Ｊ＝ [ ]ＲＯＭ μ[ ]ｂ － ｂθ
ｅ[ ]
θ

＋λ
ｂτ
ｅ[ ]( )
τ

＝

ＲＭ
μ[ ]ｂ －（ｂθ＋λｂτ） ＋ ｅθ＋λｅτ （２１）

为使Ｊ达到最小，有：

ＲＭ
μ[ ]ｂ －（ｂθ＋λｂτ）＝０ （２２）

Ｒ为上三角矩阵，其逆矩阵也是上三角矩阵，且求逆
方法简单。方程（２０）的解为：

μ[ ]ｂ ＝ＭＲ－１（ｂθ＋λｂτ） （２３）

式中λ可由下式计算
＜Ｒ－１ｂτ，Ｒ

－１ｂτ＞λ
２＋２（＜Ｒ－１ｂτ，Ｒ

－１ｂθ＞－１）λ＋
＜Ｒ－１ｂθ，Ｒ

－１ｂθ＞＝０ （２４）
容易证明公式（２４）与（９）完全等价。将上式求

得的两个解分别代入（２１）式，使得目标函数 Ｊ＝
ｅθ＋λｅτ较小者为所需要的 λ值，再代入（２３）式
即可求得正确的定位解。

实际上，如果令珟Ｂ＝ＢＭ，再采用正交化方法，则
可以看到与线性最小二乘完全相同的形式。以上证

明了正交化方法在 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法中应用的可行性。
还可以证明在线性误差方程的解算过程中常用的递

推Ｇｉｖｅｎｓ变换或ＧｉｖｅｎｓＧｅｎｔｌｅｍａｎ变换同样可以应
用到 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法中来。前者可减小存储空间需
求，后者则避免了平方根运算，可大大提高运算效

率。具体方法可参看文献［７］。

５　算例分析
为了验证新的定权方法和抗差 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法的

正确性，比较新算法与原算法的抗差效果和运算效

率，利用ＩＧＳ武汉站２００７年１０月２２日０时１分０
秒接收到的ＧＰＳ信号对应８颗卫星的位置、已知的
接收机坐标和导航解算得到的接收机钟差作为已知

量，模拟产生相应的伪距观测量，模拟观测噪声为３
ｍ。每次仿真选一颗作为含粗差卫星，其噪声大小
取３０ｍ，这样就产生了 ８组数据，每组数据采样
１００００次。

实验１：依据观测噪声先验信息采用３种方案
进行解算（方案１：原始定权方法；方案２：新的定权
方法；方案３：线性最小二乘解算）。表１统计了定
位结果与已知坐标比较求得的三维位置 ＲＭＳ。可
以看出方案２与方案３的结果比较接近，这说明新
的定权方法是正确有效的。相比于方案１，结果略
有改进，但是效果并不明显，这可能是因为各颗卫星

到接收机的距离相差较小，两种方法确定的权的差

别很小所致。

实验２：同样利用以上８组数据，分别用两种抗
差Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法和抗差最小二乘（抗差ＬＳＱ）进行解
算。为了考察算法的抗差效果，初始权都取为１，都
采用ＩＧＧ等价权函数，临界值都取１．３和３．０。将
解算的位置与已知坐标比较，可以求得位置的三维

ＲＭＳ，如表２所示。从表中的数据可以得出，新算法
的抗差效果与旧算法对于不同组的数据有微小的差

别，但从总体上可以认为效果相当。

为比较算法的效率，采用第８组的１００００个采

９８
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表１　３种方案仿真计算结果比较（单位：ｍ）
Ｔａｂ．１Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎａｍｏｎｇｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｓｃｈｅｍｅｓ（ｕｎｉｔ：ｍ）

第１组 第２组 第３组 第４组 第５组 第６组 第７组 第８组
方案１ ６．７８９６ ８．４５２２ ６．７４８８ ７．２７０１ ６．９１１６ ９．４０９９ ６．９７１１ ７．７９６４
方案２ ６．７７５２ ８．４３６０ ６．７３０２ ７．２５５０ ６．９０２５ ９．３９８８ ６．９５０６ ７．７７３４
方案３ ６．７７５２ ８．４３６０ ６．７３０３ ７．２５４６ ６．９０２３ ９．３９８０ ６．９５０６ ７．７７３２

表２　不同抗差算法仿真计算结果比较（单位：ｍ）
Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎａｍｏｎｇｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｏｂｕｓｔｅｓｔｉｍａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ｕｎｉｔ：ｍ）

第１组 第２组 第３组 第４组 第５组 第６组 第７组 第８组
旧算法 ７．２３４６ ３１．０２１９ ６．９２７６ ７．８０９５ ７．７７１９ ３８．８１３２ ７．６９１８ ８．９６３０
新算法 ７．１７８８ ３０．９７９４ ６．８９７０ ７．８７９１ ７．８０６０ ３８．６９５８ ７．７６８２ ９．１６４１
抗差ＬＳＱ ７．１２６２ ３０．２４６５ ６．８６５３ ７．９４０２ ８．２０２８ ３７．３１１２ ７．９５９５ ９．３７０４

样数据，利用Ｍａｔｌａｂ软件的Ｐｒｏｆｉｌｅｒ工具进行算法的
效率分析。结果显示：最小二乘抗差耗时１０４．８５４
ｓ，旧算法耗时５５．３４７ｓ，新算法耗时３９．１４４ｓ，约为
旧方法的７１％，效率提高了近３０％。

６　结论
本文提出的定权方法在理论上更加严密，计算

结果准确。由于不同卫星到接收机的距离相差很

小，与旧方法相比对解算结果的改进并不明显。但

是未来的导航卫星系统的星座更加复杂，导航卫星

轨道高度也有较大差别，在这种情况下，新的定权方

法有望体现出它的优势。通过直接利用 Ｌｏｒｅｎｔｚ内
积方程组的残差进行抗差 Ｂａｎｃｒｏｆｔ解算，避免了开
平方计算，其运算效率可以提高近３０％。本文还证
明了正交化方法应用在Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法的正确性。
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