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摘　要　从ＧＰＳ高程测量应用于局部工程的问题着手，简述了ＧＰＳ高程拟合原理，以传统的 ＧＰＳ高程拟合分别
采用函数逼近模型和统计逼近模型为背景，提出了移动法曲面模型和多面函数模型下的Ｋｒｉｇｉｎｇ（克里格）统计综合
模型。通过某地区ＧＰＳ水准网数据进行实验验证，结果表明：对于ＧＰＳ高程拟合，该模型克服了单一统计模型和函
数模型的不足，理论上更为完善，实践上其外符合精度比常规函数模型有显著提高。
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１　引言
ＧＰＳ不仅可以确定精确的平面坐标，结合高精

度的似大地水准面，还可以同时获取高精度的水准

高程。利用高分辨率 ＤＴＭ和卫星重力资料确定重
力大地水准面，结合ＧＰＳ水准构成的ＧＰＳ高程异常
控制网推算的我国大地水准面ＣＱＧ２０００达到了１５′

×１５′的分辨率和分米级的精度［１］。在部分省市，用

ＧＰＳ水准结合实测重力数据，已经建立了２′×２′分
辨率下厘米级的似大地水准面［２～４］。然而在许多局

部地区工程应用中，由于保密和成本问题，无法及时

有效地获取上述资料。因此在特定区域以较低成本

和较高精度求定高程异常并可靠应用于工程实践仍

具有十分重要的意义。
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本文用传统的ＧＰＳ高程拟合思想，应用新的拟
合模型来解决上述问题。在某一工程区域，运用

ＧＰＳ水准，根据已测高程异常拟合该区域似大地水
准面，内插求未知点的正常高［５］。本文在算法上提

出基于Ｋｒｉｇｉｎｇ统计的函数综合模型，以实测ＧＰＳ水
准网为算例进行实验论证，从内、外符合精度上验证

了该方法的可行性，并与其它高程拟合模型进行了

对比分析。

２　ＧＰＳ高程拟合原理

２．１　正常高与高程异常
对于不同水准基准面及其相应高程系统的定

义，以及它们的一些定性分析在 ＧＰＳ高程原理中都
有论及，本文不再赘述。我们直接根据水准基准原

理来看高程之间的转转换关系，如图１。

图１　各个参考基准面及高程系统间的关系
Ｆｉｇ．１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓａｍｏｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｅｆｅｒｅｎｃｅｄａｔｕｍａｎｄ

ｅｌｅｖａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓ

图１表达的关系如下：
Ｈ＝Ｈｇ＋Ｎ＝Ｈｒ＋ξ （１）

式（１）中，Ｈ表示大地高，Ｈｇ表示正高，Ｎ表示大地
水准面差距，Ｈｒ表示正常高，ξ表示高程异常，为似
大地水准面到椭球面的距离。

２．２　高程异常的求解
由式（１）可得：

Ｈｒ＝Ｈ－ξ （２）
由式（２）可知，只要确定了高程异常 ξ，就能实现
ＧＰＳ测定正常高。当前，确定高程异常（似大地水
准面）的方法不外乎以下几种：１）从国家高程异常
值图上查取；２）利用地球重力场模型求定；３）从局
部地区的精化大地水准面模型中得到。第一种方式

精度不高，一般在分米级；第二种由于目前国内重力

场模型保密，只能从全球重力场模型如ＥＧＭ９６中得
到，但其值仅反映似大地水准面长波项的趋势变化；

第三种方法精度较高，在几个厘米至十几个厘米间，

但目前使用的成本较高，一般生产单位难以接受。

由于以上方法都存在一些缺陷，因此应用 ＧＰＳ
高程拟合法求解高程异常在生产实际中仍然获得广

泛采用。ＧＰＳ高程拟合就是采用数值拟合法，也叫

数值逼近法，在生产过程中对 ＧＰＳ控制点进行几何
水准联测，在数学上计算联测点的高程异常值，根据

有限的高程联测点把整个测区的似大地水准面拟合

为平面、多项式曲面或其他数学曲面，根据拟合的曲

面内插区域内待求点的高程异常，从而将待求 ＧＰＳ
点测定的大地高转换为正常高。

３　高程拟合模型
高程拟合法分为函数模型逼近和统计模型逼

近。函数模型的成果包括：多项式拟合，多面函数

法，曲面内插逼近，回归逼近法，移动曲面法，快速傅

立叶变换等；关于函数逼近模型，前人的文章多有论

述［６～８］。统计模型主要有加权平均法，拟合推估法

（配置法），以及 Ｋｒｉｇｉｎｇ（克里格）逼近法。其中
Ｋｒｉｇｉｎｇ方法是矿物学家 ＤＧＫｒｉｇｉｎｇ提出的一种依
据已知点数据进行空间插值估计分布的地学统计方

法。该方法以样点属性空间相关为前提，拟合估值

具有最优，线性，无偏等特点［９，１０］。

笔者提出基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ统计的函数逼近综合模
型，将函数模型的规律性和统计模型的灵活性有机

结合起来进行高程拟合。该逼近模型的基本原理是

在可靠的函数逼近模型基础上，对估计后高程异常

进行空间相关的 Ｋｒｉｇｉｎｇ统计插值。我们在此给出
移动法曲面模型和多面函数模型下的 Ｋｒｉｇｉｎｇ统计
模型。其数学模型如下：

函数模型逼近的方法本质一致，其模型观测方

程为：

Ｓ（ｘ，ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ，β） （３）
Ｓ为待定点的高程异常逼近值，Ｆ为其逼近函数，β
为待定参数向量。

式（３）是统一形式，对不同的函数逼近模型其
逼近函数Ｆ有所不同，对于移动法曲面拟合，其形
式如下：

Ｓ（ｘ，ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ，β）＝∑
Ｍ

ｉ＝０
∑
Ｎ

ｊ＝０
βｉｊＴｉ（ｘ）Ｔｊ（ｙ）（４）

对于多面函数曲面拟合，其形式如下：

Ｓ（ｘ，ｙ）＝Ｆ（ｘ，ｙ，β）＝∑
ｎ

ｉ＝１
βｉＱ（ｘ，ｙ，ｘｉ，ｙｉ） （５）

在式（４）和（５）中，ｘ，ｙ为待求点的坐标，β为
待定参数向量。在式（４）中，Ｔｉ（ｘ），Ｔｊ（ｙ）分别为 ｘ
和ｙ的Ｍ和Ｎ次切比雪夫多项式。在式（５）中，Ｑ
（ｘ，ｙ，ｘｉ，ｙｉ）为 ｘ，ｙ的二次函数，称为核函数，（ｘｉ，
ｙｉ）为核函数的中心点。核函数可以任意选用，一般
采用正或者倒对称距离型。

对式（３）进行最小二乘平差，将已知点代入函
数模型组成观测方程，由观测方程可以得出该式的

统一误差方程矩阵形式：

８４
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Ｖ＝Ａβ－Ｓ０ （６）
在最小二乘准则下平差求解，我们可以求出参

数向量β，单位权方差因子 σ２０，以及协因素阵 Ｑβ。
有了参数βｉ，将βｉ代入方程（３），即可得出平差后函
数模型———逼近函数Ｆ，再将已知点坐标回代 Ｆ，可
得到平差点高程异常期望值Ｓ（ｘｉ，ｙｉ）。

因为高程异常的分布具有空间相关性，我们令

Ｓ（ｘｉ，ｙｉ）为稳态随机过程 Ｓ（ｘ，ｙ）的离散值，以 Ｓ
（ｘｉ，ｙｉ）为观测向量，利用Ｋｒｉｇｉｎｇ统计模型消除函数
模型残余误差，去求待定点高程异常逼近值 Ｓ（ｘｐ，
ｙｐ）。

Ｋｒｉｇｉｎｇ方程如下：

Ｓ（ｘｐ，ｙｐ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
αｊＳ（ｘｉ，ｙｉ） （７）

式中，αｉ为待定 Ｋｒｉｇｉｎｇ权，按以下条件求方程数值
解：

∑
ｎ

ｊ＝１
αｊ＝１

ｖａｒ［Ｓ（ｘｐ，ｙｐ）－∑
ｎ

ｊ＝１
αｊＳ（ｘｉ，ｙｉ）］

{ ＝ｍｉｎ
（８）

那么我们只要求出Ｋｒｉｇｉｎｇ权 α，就可以建立起已知
点与未知点高程异常的联系。

首先要建立起半变异函数，对于所有高程点所

组成的任意点对有：

γ（ｈ）＝１２Ｎ　 ∑
（ｘ，ｙ）ｉ－（ｘ，ｙ）ｊ＝ｈ

（Ｓ（ｘｉ，ｙｉ）－Ｓ（ｘｊ，ｙｊ））
２

（９）
其中，γ（ｈ）为半变异函数，ｈ为（ｘｉ，ｙｉ）和（ｘｊ，ｙｊ）点
对的距离，Ｎ为距离为ｈ的点对的数目。

然后我们将已知点代入方程（９），求出任意点
对的距离ｈ及其半变异函数值γ（ｈ），并用球形函数
Ｆ（高斯函数，多项式函数）拟合出样本空间内半变
异函数关于距离的模型：

γ（ｈ）＝Ｆ（ｈ）＝ａ０＋ａ１［１．５
ｈ
ａ－０．５（

ｈ
ａ）

３］　ｈ≤ａ

（１０）
则任意点对（可以有未知点）的半变异函数都

可以通过式（１０）来解求。接下来我们构造半变异
系数矩阵Ａ和常量矩阵Ｒ。

Ａ＝

０ γ１２ … γ１ｎ １

γ２１ ０ … γ２ｎ １

… … … … １
γｎ１ γｎ２ … ０ １















１ １ １ １ ０

Ｒ＝［γ１ｐ　γ２ｐ　…　γｎｐ　１］
Ｔ

（１１）

令α＝［α１　α２　…　αｎ　α０］
Ｔ，可以求解出

α：

α＝［ＡＴＡ］－１ＡＴＲ （１２）
在式（１２）中，α的前 ｎ个元素即为 Ｋｒｉｇｉｎｇ权，

最后我们将 α代入式（７）建立参数已知的 Ｋｒｉｇｉｎｇ
方程，通过Ｋｒｉｇｉｎｇ方程（７）可求解出各待定点的高
程异常，将待定ＧＰＳ点的大地高减去其高程异常值
得到该点正常高。

４　数据与实验
文中采用实测数据作为算例来说明和分析基于

Ｋｒｉｇｉｎｇ统计的函数逼近模型并验证其高程拟合精
度。数据来源为广东佛山市５个辖区 Ｃ、Ｄ级 ＧＰＳ
控制网，该控制网联测了国家三等水准网。在我们

ＧＰＳ高程拟合的实验中，选取２０个 Ｃ级 ＧＰＳ水准
控制点和 １８个 Ｄ级 ＧＰＳ水准控制点，总面积近
２０００ｋｍ２，高程最大变化１０２．７４６ｍ，高程异常变化
为３．１７７ｍ。

我们在此实验数据上做的第一步工作就是将测

区点的平面坐标进行平移（在本例中，需先将大地

坐标投影变换到高斯平面坐标），平移的 Ｘ，Ｙ方向
分量为该ＧＰＳ测区中心点的 Ｘ，Ｙ坐标。这个过程
叫做中心化，中心化使得数值计算更为方便，并减少

计算精度的损失，其模型如下：

ΔＸ＝Ｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ／Ｎ　ΔＹ＝Ｙ＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｙｉ／Ｎ （１３）

Ｘ′ｉ＝Ｘｉ－ΔＸ　Ｙ′ｉ＝Ｙｉ－ΔＹ （１４）
我们在实验中采用新的 Ｘ′，Ｙ′坐标进行数学计

算和模型检验。为了在后面分别用内、外符合精度

指标来评定我们所采用的模型，我们均匀选取２３个
点作为计算的起算点（已知点），另外１５个点仅作
为检核点。点位分布见图２。

为了进行比较验证，我们选取多项式曲面拟合，

移动曲面法拟合和多面函数法拟合模型，以及基于

Ｋｒｉｇｉｎｇ统计模型的移动曲面拟合和多面函数拟合
综合模型，将上述数据分别按指定模型在计算机上

进行编程计算。

对于多项式曲面拟合，我们分别采用二次单抛

物曲面和三次双抛物曲面。

对于移动曲面拟合算法，在实验中我们采用双

三次雪比切夫多项式，共１６个未知系数，即：
Ｆ＝β００Ｔ０（ｘ）Ｔ０（ｙ）＋β０１Ｔ０（ｘ）Ｔ１（ｙ）＋… ＋β０３Ｔ０
（ｘ）Ｔ３（ｙ）＋β１０Ｔ１（ｘ）Ｔ０（ｙ）＋… ＋β３３Ｔ３（ｘ）Ｔ３
（ｙ） （１５）
对于多面函数法，我们选用正二次对称距离型

函数为核函数如下：

Ｑ（ｘ，ｙ，ｘｉ，ｙｉ）＝［（ｘ－ｘｉ）
２＋（ｙ－ｙｉ）

２＋δ］１／２ （１６）
δ是光滑因子，为一小正数。我们根据程序中多次

９４
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试算结果，在此取经验值０．６２５。在编程实现中，我
们没有按普通文献中所述将已知点作为核函数的中

心点，而是在测区范围内均匀随机选点作为中心点。

这样使其内符合精度较为可靠，更具有可比性。

最后，我们分别将通过多面函数和移动曲面模

型拟合过的高程异常值进行Ｋｒｉｇｉｎｇ统计模型拟合，
求待检核点的高程异常估值，然后与其实测值进行

比较。两种综合模型的均方根误差 ＲＭＳ和最大偏
差数据也在表 １中给出。上述各模型实验结果的
内、外符合精度见表１。

图２　中心化后实测ＧＰＳ水准点点位图
Ｆｉｇ．２　ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＧＰＳｌｅｖｅｌｉｎｇｐｏｉｎｔｓａｆｔｅｒｃｅｎｔｒａｌｉｚａｔｉｏｎ

表１　各高程拟合模型结果对照表（单位：ｍ）
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｖａｒｉｏｕｓｅｌｅｖａｔｉｏｎｆｉｔｔｉｎｇｍｏｄｅｌｓ（ｕｎｉｔ：ｍ）

内符合 外符合

σ０ 最大偏差 ＲＭＳ 最大偏差

二次多项式（单抛物面） ０．０３９１２０５ ０．０９０１９５２ ０．０４９０４０７ ０．０７８７１６
三次多项式 ０．０３１９４１９ ０．０５０９８９５ ０．０４６０１２９ ０．０６４０２７
移动曲面模型 ０．０２５５４８４ ０．０６１３１０８ ０．０４１２３４９ ０．０８９２４９６
多面函数模型 ０．０１７２８６２ ０．０４１３４７７ ０．０４０２４２６ ０．０８７３
基于Ｋｒｉｇｉｎｇ统计的移动曲面模型 　　— 　　— ０．０３２３８０１ ０．０６３５７４５
基于Ｋｒｉｇｉｎｇ统计的多面函数模型 　　— 　　— ０．０３４３８１７ ０．０７１７４６２

注：“—”表示不作此项检核，因为Ｋｒｉｇｉｎｇ统计数据需基于函数模型结果

　　在表１中，内符合精度指标，单位权中误差 σ０
由拟合点的误差改正数计算，外符合ＲＭＳ由检核点
的拟合估值与实测值的较差计算，见式（１７）。最大
偏差为改正数或较差绝对值的最大值。

σ０＝
ＶＴＰＶ
ｎ－槡 ｒ　ＲＭＳ＝

ΔＴＰΔ
槡ｎ （１７）

式中，ｎ为拟合点或检核点的总个数，ｒ为各模型代
求参数个数，Ｐ为观测值权阵。

由表１可以看出，对于 ＧＰＳ高程拟合，多项式
曲面模型最为常用，其方法简单，但精度较低，约为

５ｃｍ，只能应用于高程异常分布连续光滑且高程变
化不大的区域。移动曲面法和多面函数法在函数模

型上更为合理，前者以距离定权，后者以各中心点曲

面叠加去拟合待定曲面，均可适用于更大区域，精度

比多项式模型高。基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ统计的函数综合模
型由于加入了统计拟合，更好地消除了函数模型残

余误差，外符合精度比前述模型有明显提高，精度提

高的幅度在２５％左右。
此外，我们分别对于移动曲面模型和多面函数

模型，做出其单纯函数模型与其进行Ｋｒｉｇｉｎｇ统计模
型后的残差对比图（图３）。

由图３可以看出，对可靠函数模型，进行 Ｋｒｉｇ
ｉｎｇ统计拟合后，结果有以下特性：
１）残差无突出的奇异点，残差变化更为平缓；
２）残差图整体分布更趋近于 ０值线，均方根

ＲＭＳ明显降低。

５　结论
本文提出了基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ统计的高程拟合函数

综合模型并利用实测数据进行了验证。加入 Ｋｒｉｇ
ｉｎｇ统计的函数综合模型相对于传统单纯的函数模
型，在理论上更为完善严密，在实践中，该模型也能

明显改善高程拟合的精度。可以说该综合模型在定

性和定量上都较传统拟合模型具有优势。

由于本文数据来源有限，且高程拟合精度与控

制点的质量、数目和分布也有密切关系，本文提出的

Ｋｒｉｇｉｎｇ统计综合模型在局部地区的拟合优势在实
践中有待继续验证。当然ＧＰＳ水准毕竟只是得到

０５
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图３　函数模型进行Ｋｒｉｇｉｎｇ统计前后残差对比图
Ｆｉｇ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎｍｏｄｅｌｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒＫｒｉｇｉｎｇｍｅｔｈｏｄ

几何大地水准面，而高程异常本质上由地区内部质

量分布决定，因此通过高精度高分辨率的地球重力

数据确定重力水准面，将 ＧＰＳ水准和重力水准联合
进行拟合，才能从根本上提高全国以及大范围地区

似大地水准面和高程测量的精度。

致谢　特别感谢武汉大学ＧＮＳＳ中心姜卫平教授为
本文提供宝贵的试验数据。
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